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医用 高 等 数学 是 基础 、 临 床 、 预 防 、 口 腔 等 医学 专业 及 药学 各 专业 必修 的 一 门 基础 课 , 它 包含 医学 研 
究 中 所 涉及 的 大 学 数学 基础 和 数学 方法 ,以 及 数学 在 医学 上 的 应 用 。 它 是 医学 各 门 学 科 的 基础 课 , 为 医 
学 院 校 学 生 提 供 必 备 的 高 等 数学 素质 教育 ;同时 为 研究 医学 实际 问题 和 生命 现象 (或 过 程 ) 的 数量 规律 提 
供 重 要 的 数学 研究 方法 与 思维 。 但 由 于 医学 院 校 的 专业 培养 目标 不 尽 相同 ,课程 设置 也 有 较 大 的 差别 。 
本 书 在 总 结 二 十 余年 数学 教学 经 验 基础 上 ,根据 我 国 近年 高 等 医药 院 校对 高 等 数学 教学 的 需求 ,按照 教 
育 部 非 数 学 专业 数学 基础 课程 教学 指导 委员 会 制定 的 “医科 数学 教学 基本 要 求 ”编写 的 。 

本 教材 面向 医学 数学 教材 建设 与 改革 的 方向 ,立足 于 医学 教学 与 医学 实践 的 需要 ,在 大 量 调查 的 基 
础 上 ,与 相关 医学 院 校 有 多 年 医学 数学 教学 经 验 的 教师 进行 了 深入 、 广 泛 的 讨论 。 在 本 书 编写 过 程 中 突 
出 以 下 特点 :精炼 教材 内 容 , 兼 顾 数学 理论 体系 ,强调 "三 基 ?” 即 基本 概念 、 基 本 理论 和 基本 数学 方法 ,增加 
用 高 等 数学 方法 处 理 常见 的 医学 问题 。 全 书 力求 做 到 重点 突出 ,层次 分 明 , 例 题 典 型 ,深入 浅 出 ,行文 流 
畅 ,说 理 透 彻 。 在 内 容 体 系 的 安排 上 尽 可 能 科学 合理 。 

全 书 共 分 九 章 , 第 一 章 至 第 六 章 , 按 48 教学 时 数 编写 ,属于 基础 部 分 。 第 七 章 至 第 九 章 相 对 独立 。 
全 书 总 教学 时 数 大 约 72 学 时 ,可 满足 不 同 教学 层次 的 需求 ,各 章节 的 取舍 可 自行 调整 。 本 书 的 内 容 包 含 
一 元 函数 微 积分 、 多 元 函数 微 积 分 、 线 性 代数 初步 与 概率 论 基 础 等 几 个 部 分 。 一 元 函数 微 积分 部 分 以 极 
限 、. 连 续 、 微 分 、 积 分 为 主线 展开 讨论 ,( 常 ) 微 分 方程 本 质 上 也 是 一 元 函数 的 积分 ;多 元 函数 微 积分 部 分 在 
简单 介绍 空间 解析 几何 知识 的 基础 上 ,以 二 元 函数 为 对 象 , 介 绍 极限 与 连续 、 偏 导数 与 全 微分 、 极 值 、 二 重 
积分 等 知识 ;线性 代数 部 分 ,主要 讲述 行列 式 的 性 质 与 运算 ,矩阵 的 初等 变换 、 线 性 方程 组 的 解 等 内 容 ; 概 
率 论 基础 部 分 ,在 介绍 事件 与 概率 等 基本 概念 之 后 , 以 古典 概 型 为 基础 ,讲述 概率 的 加 法 与 乘法 公式 , 进 
而 讨论 常见 随机 变量 的 概率 分 布 及 其 数字 特征 。 

本 书 在 文字 表达 上 力求 精练 准确 ,通俗 易 懂 ,尽量 避免 过 分 数学 化 的 语言 。 从 应 用 角度 出 发 ,对 教材 
中 定理 .性质 的 讲述 理解 重 于 证 明 , 以 求 达 到 数学 上 的 逻辑 性 与 医学 上 的 应 用 性 二 者 之 间 的 相对 平衡 。 
每 节 之 后 附 有 适量 、 难 度 稍 大 的 思考 与 讨论 ,可 以 启发 读者 的 思维 。 每 章 之 后 提供 大 量 的 习题 并 附 参 考 
答案 ,方便 读者 自学 。 
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左 图 给 我 们 展示 的 是 地 球 上 不 同 纬度 
的 地 方 , 日 照 时 间 随 季节 的 变化 . 由 此 我 们 
可 以 非常 容易 地 看 到 它们 的 变化 规律 ,这 
就 是 函数 的 表达 方式 之 一 .本章 将 复习 最 
基本 的 函数 ,以 及 介绍 函数 的 图 像 、 转 换 及 
复合 函数 ,为 下 一 步 学 习 微 积分 打下 基础 . "ey Me Oo No Des 





数学 史上 有 两 个 最 经 典 的 例子 ,一 是 
通过 一 点 的 割 线 晕 近 求 其 切线 的 正切 值 
( 见 右 图 ), 二 是 确定 物体 的 瞬时 速度 ( 见 
例题 ) ,都 需要 使 用 极限 来 解决 问题 . 我 们 
将 从 研究 极限 和 极限 的 性 质 开 始 微 积分 
* 的 学 习 . 
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第 一 节 函 数 


一 、 函 数 的 概念 
无 论 何 时 , 当 一 个 变量 依赖 于 另外 一 个 变量 时 ,就 产生 了 函数 . 例如 , 圆 的 面积 S 依赖 于 它 的 半径 ~. 
圆 的 面积 和 半径 之 间 的 关系 可 以 通过 等 式 S = ro 来 表达 . 对 于 每 一 个 正 数 ~, 都 有 一 个 S 与 之 对 应 ,我 
们 说 S 是 r 的 函数 . 
又 如 ,全 世界 的 人 口 数 NN 依赖 于 时 间 z, 表 1-1 给 出 世界 人 口 数 P 和 确定 年 份 之 间 的 关系 . 
表 1-1 1900 一 2000 年 全 世界 人 口 数 (单位 : 亿 ) 


年 1900 1910 1920 1930 1940 1950 1960 1970 1980 1990 2000 
人 口 数 16. 50 17. 50 18. 60 20. 70 23. 00 25. 60 30. 40 37. 10 44. 50 52. 80 60. 80 


对 于 某 个 确定 的 年 份 如 1950 年 ,可 以 得 到 相应 人 口 数 的 近似 值 N(1950) == 25. 60 ( 亿 ). 实际 上 ,对 
于 任意 时 刻 t, 都 有 一 个 N 值 与 之 对 应 . 我 们 说 N 是 时 间 z 的 函数 . 

函数 的 定义 : 设 z,y 是 同一 变化 过 程 中 的 两 个 变量 ,如 果 对 于 变量 z 的 每 一 个 取 值 , 按 某 一 规律 , 变 
量 > 总 有 一 个 确定 的 值 与 之 对 应 , 则 称 > 为 zx 的 函数 . 记 为 

y= f(z) 

变量 z 称 为 自 变量 ,变量 y 称 为 因 变 量 . 

自 变 量 z 允许 取 值 的 集合 称 为 函数 的 定义 域 ,如 果 zo 是 函数 定义 域 中 的 一 点 ,把 它 对 应 的 因 变 量 的 
值 称 为 函数 值 , 记 为 f(zo) 或 y|,-。， 所 有 函数 值 的 集合 称 为 函数 的 值 域 . 


WE EA 


实际 中 ,根据 具体 的 情况 ,可 使 用 解析 式 、 图 
像 . 表 格 等 表示 函数 关系 . 

解析 式 法 是 最 典型 的 表示 函数 的 方法 ,也 是 
我 们 对 函数 进行 微 积分 计算 时 最 常 采用 的 函数 表 
达 形 式 . 如 在 全 世界 人 口 数 N 和 时 间 z 关系 的 例 
子 中 ,可 以 用 下 列表 达 式 给 出 近似 人 口 数 ( 单 位 : 
亿 ) 与 时 间 的 关系 : 

NG) = 0. 008079266 X 1.013731: 

也 可 以 用 图 像 法 表示 全 世界 人 口 数 N 和 时 间 
t 的 关系 ,如 图 1-1 所 示 . 

表格 法 表示 如 表 1-1. 


二 、 初 等 浮 数 ”分 段 函数 


O |1900 1920 1940 1960 1980 2000 £ 





图 1-1 时 间 与 人 口 数 关系 的 函数 图 


1. 基本 初等 函数 

宕 函数 y= 二 x (a € R); 

指数 函数 y= 二 a* (a 记 0,4a 关 1); 

对 数 函 数 y= 二 logsx (ao 二 0,a 天 1); 

三 角 函 数 ”y= sinx, y == coszx, y= tanx, y = cotz; 

反 三 角 肾 数 y == arcsinz，y 一 arccosz，y = arctanz，y = arc cotx. 

这 五 种 基本 初等 函数 再 加 上 常 函 数 y 二 C(C 为 常数 ) 统 称 为 基本 初等 函数 . 

2. 复合 函数 ” 设 y= f(w) 是 变量 w 的 函数 , 而 u 二 p(x) 是 变量 z 的 函数 ,如 果 变 量 z 取 某 些 值 时 ， 
相应 地 x 使 y 有 定义 , 则 称 y 是 xz 的 复合 函数 , 记 为 

y= flp(z)] 

变量 称 为 中 间 变 量 . 

例 1-1 设 f(z) ==Vz, g(x) = 二 V2 一 zx, 并 确定 下 列 复合 函数 及 定义 域 . 

(1) flg(z)]; (2) gLf Cz)]; (3) fLf(z)]; (4) gLg lz)]. 


解 (1) f[g(z)] = VYV3 一 z 二 V3 一 z, 定义 域 为 (一 co,2]; 
(2) g[f(z)] = V2 一 Vz, 定义 域 为 [0,4]; 

(3) f[f(z)] = VYz = 并, 定义 域 为 [0, 十 co); 

(4) g[g(z)] = V2 一 V3 一 zx, 定义 域 为 [一 2,2]. 


注意 不 是 任意 两 个 函数 都 可 以 复合 . 例如 , y = lnu, 一 一 Vx， 因 任 意 z 都 使 得 u = 一 Vx 志 0, lnu 
无 意义 ,因此 它们 不 能 复合 . 

在 后 面 的 微 积分 计算 中 ,我 们 常 需要 把 复合 函数 分 解 成 若干 个 基本 初等 函数 或 由 基本 初等 函数 通过 
四 则 运算 得 到 的 “简单 函数 ”后 ,利用 基本 初等 函数 的 性 质 与 公式 进行 相应 的 计算 . 

例 1-2 将 下 列 复合 函数 分 解 为 简单 函数 . 


(D y = [cos(z 十 9)] (2) 一 工作 二 5， 


解 (1) 函数 由 yy = 二 沁 , wu = 二 cosv, 一 工 十 9 复合 而 成 . 
(2) 函数 由 y 一 了 车 ,4 一，v 二 工 十 3 复合 而 成 


3. 初等 函数 ”由 基本 初等 函数 经 过 有 限 次 四 则 运算 或 复合 所 得 到 的 仅 用 一 个 解析 式 表 达 的 函数 , 称 
为 初等 函数 . 
例如 ,y= 二 局 十 In(x 十 Vx 十 1)， y= 二 xtanz 十 sin(e’ 十 1) 等 都 是 初等 函数 . 


第 一 章 “函数 与 极限 


4. 分 段 函数 ” 当 自 变量 z 在 定义 域 的 不 同 区 间 段 内 取 值 
时 ,函数 由 不 同 的 解析 式 来 定义 ,这 种 函数 称 为 分 段 函数 . 
例 13 中 国 邮寄 特快 专递 信函 的 价格 准则 为 ,信件 重量 
不 超过 200g 需 花 费 20 元 ,信件 重量 每 再 续 重 200g 则 需 增 加 4 
元 的 花费 . 价格 CC(w) (元 ) 和 信件 重量 w (g) 之 间 的 关系 为 
20,0 二 w< 200 
24,200 过 ww 400 
C(w) = 
28,400 二 w< 600 
32,600 二 w 二 800 图 1-2 


在 例 1-3 中 ,价格 C 是 重量 w 的 函数 ,但 其 函数 关系 是 用 四 个 解析 式 
来 表达 的 (图 1-2). 

分 段 函 数 是 一 个 函数 ,而 不 是 多 个 函数 . 在 求 分 段 函 数 的 函数 值 时 ,要 
先 判 断 自 变量 属于 哪个 定义 区 间 , 再 代 到 这 个 区 间 相 应 的 函数 解析 式 里 进 
行 运算 . 





= 


二 玉成 太志 人 求 f(0), f(1) 和 f(2), 并 作 图 ， 
XX>1, 


解 f(0) =1 一 0=1,f(1) =1 一 1=0, f(2) =2 二 4, 作 图 1-3. 
三 、 函 数 的 几 种 特性 


1. 有 界 性 设 I 是 函数 f(z) 的 有 定义 的 区 间 , 如果 存在 一 个 正 数 M, 使 对 所 有 的 x € I, 恒 有 
| f(z) | 过 M, 则 称 函数 f(x) 在 区 间 了 内 有 界 , 否 则 称 函 数 f(x) 在 工 内 无 界 . 


例如 , tanz 在 (一 至 ,十 亚 ) 内 有 界 ,但 在 (一 要 ,十 下) 内 无 界 . sinz 在 其 定义 域 上 是 有 界 的 ， 


2. 单调 性 ” 设 zx，, zz 是 函数 f(z) 的 某 个 有 定义 的 区 间 (a,b) 内 的 任意 两 点 , 且 二. 车 f(zi) 到 
flzz)，, 则 称 f(z) 在 (a,b) 内 是 单调 递增 的 ;反之 f(x) > f(zz)，, 则 称 f(z) 在 (a,b) 内 是 单调 递减 的 . 

例如 , er 在 (一 co, 十 ce) 内 是 单调 递增 的 ; z 在 (一 co,0) 内 是 单调 递减 的 ,在 (0, 十 ce) 内 是 单调 
递增 的 . 

3. 奇偶 性 ” 设 函 数 f(x) 的 定义 域 关于 原点 对 称 . 对 于 定义 域内 的 任意 zx, 如 果 f( 一 x) = f(z) 恒 成 
立 , 则 称 f(x) 为 偶 函 数 ;如 果 f( 一 zx) == 一 f(z) 恒 成 立 , 则 称 f(x) 为 奇 函 数 . 

例如 , xz? ，cosz 都 是 偶 函 数 ; z3，sinz 都 是 奇 函 数 ;但 x 一 x1, arccosz 是 非 奇 非 偶 函数 . 

奇 函 数 的 图 像 是 关于 原点 对 称 , 偶 函数 的 图 像 是 关于 y 轴 对 称 . 

4. 周期 性 设 工 是 函数 Fz) 定义 域内 的 任意 一 点 ,如 果 存 在 一 个 正 数 /1, 使 得 f(z 十 1) 也 有 定义 ， 
且 等 式 f(z 十 0) = f(z) 恒 成 立 , 则 称 f(x) 为 周期 函数 ,满足 这 个 等 式 的 最 小 正 数 1 称 为 函数 的 最 小 正 
周期 ,简称 为 周期 . 

例如 ，sinz,cos2z 都 是 周期 函数 ,它们 的 周期 分 别 为 2r，T 


【思考 与 讨论 了 
1. f(x) = em,g(Cz) 一 工 是 不 是 相同 的 函数 ? 
2. 若 变量 z,y 满足 xz? 十 y 二 4, y 是 否 为 x 的 函数 ? 


第 二 节 极 限 


一 、 极 限 的 概念 
引 例 从 多 伦 多 著名 的 高 达 450m 的 加 拿 大 国家 电视 台 的 露天 平台 上 深 下 一 个 球 , 求 过 5s 以 后 球 的 





4 li 


瞬时 速度 . 
解 已 知 位 移 是 时 间 的 函数 ，S(z) 二 4. 97. 
我 们 不 能 直接 得 到 5s 以 后 的 瞬时 速度 ,可 以 先 考虑 从 上 一 5 到 :二 5.1s 这 段 很 短 的 时 间 内 的 平均 速度 


了 Wb 1D).— S08) 
0.1 


_ 4.9xX5.1’—4.9X5 
0.1 














= 49. 49(m/s) 
我 们 不 断 缩短 从 第 5s 开始 的 时 间 间 隔 , 得 到 各 段 时 间 的 平均 速度 见 表 1-2. 
表 1-2 
时 间 间 隔 [5,5.1] [5,5. 05] [5,5.01] [5,5. 001] 
平均 速度 49. 49 49. 245 49. 049 49. 0049 


容易 看 出 , 随 着 时 间 间 隔 越 来 越 短 ,平均 速度 越 来 越 近 与 49m/s, 这 就 是 当时 间 t 无 限 接近 i: = 5 时 ， 
平均 速度 的 极限 , 即 为 1 二 5 的 瞬时 速度 . 

从 求 瞬时 速度 的 问题 看 出 , 当 自 变量 无 限 靠近 某 点 时 ,函数 的 变化 趋势 存在 一 定 规律 性 ,这 就 是 极限 
概念 所 要 描述 和 解答 的 问题 . 


1. x>co 时 函数 的 极限 当 z 一 co 时 ,考察 函数 f(x) = 二 的 变化 趋势. 见 表 1-3. 








表 1-3 
] | :10 土 100 士 1000 士 10000 士 100000 5 一 co 
Fa 志江 二 0; 庆 十 0,01 士 0. 001 士 0. 0001 士 0. 00001 See >0 


可 以 看 出 , 当 |z| 无 限 增 大 ( 即 为 < 一 士 oo) 时 ,函数 有 (z) 一 上 无 限 


趋向 0. 如 图 1-4 所 示 . 
定义 1-1 设 函 数 f(z) 当 |z| 大 于 某 一 正 数 时 有 定义 ,如 果 |z| 无 
限 增 大 时 ,函数 f(x) 无 限 趋向 某 一 常数 A, 就 称 当 z 趋向 无 穷 大 时 ,函数 
f(z) 以 A 为 极限 (或 收敛 于 A ), 记 为 
limf(z) 二 A 或 f(z) 一 A(x—>o0) 


上 例 的 变化 趋势 用 极限 表示 就 是 lim 二 二 着 
如 果 | z| 无 限 增 大 时 ,函数 f(x) 不 趋向 某 个 常数 ,就 称 二 -> oo 时 ， 





f(z) 的 极限 不 存在 (或 称 发 散 ). 
例如 ,函数 y= cosz, 当 z 一 co 时 ,函数 值 在 一 1 与 十 1 之 间 波 动 , 故 z 一 oo 时 , cosz 的 极限 不 存在 . 
例如 ,函数 > 三 之 , 当 z 一 co 时 ,> 无 限 增 大 . 故 z 一 ce 时, 安 的 极限 不 存在 . 但 这 种 情况 可 以 记 为 

limz2 二 co 或 xX? 一 co (zo00) 
这 并 不 意味 着 极限 存在 ,而 是 表示 在 这 一 极限 过 程 中 函数 绝对 值 
不 断 增 大 . 
例 1-5 当 z~>co 时 ,考察 arctanz 的 极限 . 
解 显然 ,由 图 1-5 可 见 , 当 xz 从 正方 向 趋 近 于 无 穷 大 时 , arctanzx 


趋 近 于 EE 当 工 从 负 方 向 趋 近 于 无 穷 大 时 , arctanz 趋 近 于 一 EE 故 
工 一 co 时 ,由 于 arctanz 不 趋 近 于 同一 个 常数 ， limarctanz 不 存在 . 
在 例 1-5 中 若 只 考虑 zx 一 上 co 或 只 考虑 工 - 一 ce 时 , arctanz 的 极 
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限 存在 , 称 为 单 侧 极限 , 记 为 
en 三 3 、 lim arctanx 一 一 
单 侧 极限 ” 仅 当 自 变量 z 沿 z 轴 正 方向 无 限 增 大 (或 沿 x 轴 负 方向 绝对 值 无 限 增 大 ) 时 ,函数 f(x) 
无 限 趋 近 于 某 常 数 A, 称 A 入 证 f(z) 的 单 侧 极限 , 即 
lim f(z) 一 A (或 lim f(x) =A) 
2. x>xo 时 函数 的 极限 
以 函数 f(z) 一 十 为 例 ,我 们 观察 自 变 量 z 从 xz 一 1 的 左右 两 个 方向 趋向 1 但 不 等 于 1( 记 为 x 一 1) 


时 ,函数 的 变化 趋势 . 见 表 1-4. 


工 0. 9 0. 99 0. 999 “ 一 1 <— “0 1. 001 1.01 拓 二 








f(z) 1, 11 1.010 1.001 5 —> 1 < Ee 0. 999 0. 990 0. 909 


自 变 量 x 无 论 是 从 1 的 左边 还 是 从 1 的 右边 趋向 1, 其 函数 值 都 趋向 常数 1. 
定义 1-2 设 函 数 f(z) 在 点 xo 附近 有 定义 (在 这 点 本 身 可 以 没有 定义 ), 当 自 变 量 z 以 任何 方式 无 
限 趋 向 定点 ze 但 不 等 于 zxo 时 ,如 果 函 数 无 限 趋 向 某 常数 A, 就 称 当 工 趋 向 zo 时 ,函数 以 A 为 极限 , 记 为 
limf(z) 二 A 或 f(x) 一 A(xr—>zo) 


上 述 变化 趋势 记 为 im 二 一 1 如 果 当 x 一 zo 时 ,f(z) 不 趋向 一 个 常数 , 则 称 当 z 一 时 ,f(z) 的 
极限 不 存在 . 例如 ， limtanz = co 或 tanz 一 > co 人 (z 一 > 人 
例 1-6 用 来 描述 电流 在 1 二 0 时 刻 变 化 的 Heaviside 函数 如 下 ,考察 +1 一 0 时 函数 的 极限 . 


HG) = 人 
1s 生 汪 1 1 
解 ” 当 zt 从 0 的 左 侧 趋 近 于 0 时 , 瓦 (2) 趋 近 于 0; 当 上 从 0 的 右 趋 近 于 
0 时 , 五 CD) 趋 近 于 1. 由 于 函数 没有 趋 近 于 同一 个 常数 , 故 当 上 -> 0 时 ， © ! 
H(t) 的 极限 不 存在 (图 1-6). 图 1-6 


在 例 1-6 中 ,虽然 当 t 一 0 时 , H(z) 极限 不 存在 ,但 如 果 只 考虑 上 从 0 
的 左 侧 或 仅 从 0 的 右 侧 趋 近 于 0 时 , 互 (z) 极限 存在 . 这 就 是 左右 极限 的 概念 . 

左右 极限 “ 自 变 量 z 仅 从 zu 的 左 侧 (zx 二 zo) 趋向 zo 但 不 等 于 zo 时 , 若 函 数 f(x) 趋向 某 一 常数 
A, 则 称 A 为 函数 f(z) 当 x 一 zo 时 的 左 极 限 ; 自 变 量 z 仅 从 zo 的 右 侧 (z 二 zo) 趋向 zo 但 不 等 于 zo 时 ， 
若 函 数 f(x) 趋向 某 一 常数 B, 则 称 B 为 函数 f(r) 当 z 一 xzo 时 的 右 极 限 . 记 为 


lim f(x) = A, lim f(x) 一 


工 >TZ0 


或 
天 三 帮 ， 诛 动 三 

显然 , 当 工 一 zo 时 ,函数 f(x) 极限 存在 的 充分 必要 条 件 是 
左 ` 右 极限 都 存在 并 且 相 等 . 

例 1-7 请 根据 图 1-7 确定 : 

(1 lng Ce)s C2》 lees (3) limg(z); 

(4) Ting (59 Is (6) limg(z). 

解 1) 全 一 3 (2) Je 一 一 1; 


C8) x 2 时 SCZ) 左右 极限 存在 但 不 相等 ， 因此 limg(z) 





WN AR 


不 存在 ; 
(4) limg (xz) = 2; (5) lim g(x) = 2; 
I>5 I—>5 
(6) Xx 一 5 时 g(x) 左 \ 右 极限 都 存在 且 相 等 ,因此 limg (zx) 三 多 


例 18 讨论 范 数 f(D) 二 [了 全 07 汪 0 时 的 极限 


1= wa >>; 
解 ” 如 图 1-8 所 示 ， 
f(0)= limf(z)= lim(l+zx)= 1 
fT = lim f(z) = lim (1 — Zz) 一 和 
图 1-8 左 、 右 极限 都 存在 且 相 等 ,因此 当 x 一 0 时， f(z) 的 极限 存在 , 即 
limf(z) = 1. 
二 、 无 穷 小 量 及 其 性 质 
1. 无穷 小 量 与 无 穷 大 量 的 概念 
定义 1-3 当 xz 一 zo (或 zco ) 时 ,如 果 函 数 f(x) 的 极限 为 零 , 那 么 称 f(z) 为 当 x 一 xo (或 Xx 
co ) 时 的 无 穷 小 量 ,简称 无 穷 小 . 
例如 , lim 十 = 0, 所 以 称 函 数 十 为 当 z -> co 时 的 无 穷 小 
定义 1-4 当 z 一 zo (或 z 一 co ) 时 ,如 果 | f(z)| 无 限 增 大 ,就 称 函 数 f(x) 为 当 z 一 zo (或 z>co) 
时 的 无 穷 大 量 ,简称 无 穷 大 . 记 为 








limf(z) =00( limf(z) 一 co ) 
注意 (1) 无 穷 小 (大 ) 量 是 相对 自 变 量 的 变化 过 程 而 言 的 . 例如 ,函数 tanz 是 x 一 0 时 的 无 穷 小 量 ， 
但 它 又 是 + 一 3 时 的 无 穷 大 量 , 当 工 一 才 时 , 它 既 不 是 无 穷 小 也 不 是 无 穷 大 . 
(2) 无 穷 小 量 是 变量 ,很 小 的 常数 如 十 亿 分 之 一 不 是 无 穷 小 ,但 常 函数 0 是 无 穷 小 量 . 同样 ,很 大 的 
常数 也 不 是 无 穷 大 ,如 一 百 亿 . 
(3) 在 自 变 量 的 同一 极限 过 程 中 , 非 零 无 穷 小 量 的 倒数 为 无 穷 大 量 . 反之 ,在 同一 过 程 中 ,无 穷 大 的 
倒数 为 无 穷 小 . 例如 ， | 为 x 一 时 的 无 穷 小 , 它 的 倒数 zx? 为 x 一 co 时 的 无 穷 大 . 


2. 无 穷 小 定理 与 性 质 
定理 1-1 limf(x) = A 成 立 的 充分 必要 条 件 是 lim[ FGz) 一 A] = 0 
定理 描述 了 极限 与 无 穷 小 的 关系 . 即 : 若 f(x) 的 极限 为 A, 则 f(z) 一 A 是 无 穷 小 ;反之 , 若 f(x) 一 
A 是 无 穷 小 , 则 f(z) 以 A 为 极限 .所 以 ,limF(Cz) 一 A 也 可 表示 为 
f(x) = A+a (ima= 0) 
性 质 1-1 有 限 个 无 穷 小 的 代数 和 或 乘积 仍 是 无 穷 小 . 


即 若 limu =0 (i=1,2,…,n) ， 则 limyo 一 0 , lim fa; 一 0， 


性 质 1-2 有 界 变量 或 常数 与 无 穷 小 的 乘积 仍 是 无 穷 小 . 
即 若 | f(z) | 过 M, lima = 0, 则 limaf (zx) = 0. 

例 1-9 求 下 列 极限 : 

(1) lim 





; (2) limzx’ sin i. 
到 一 总 z=0 工 


解 (1) xz 一 3, z 一 3 是 无 穷 小 , 则 二 二 5 是 无 穷 大 ,所 以 lim 3 一 cc; 


(2) 对 任何 z， sin 一 有 界 , 而 limz? 一 0, 由 性 质 2， limz’sin 二 三 站 
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三 、 无 穷 小 的 比较 


无 穷 小 量 是 某 一 过 程 中 趋 于 零 的 函数 ,例如 , x 一 0 时 , 2z, xz?, sinz 都 是 无 穷 小 ,在 这 一 极限 过 程 中 
考察 它们 趋 于 零 的 速度 , 表 1-5. 








表 1-5 
泥 0.5 0; 1 0.05 0.01 0. 001 
sinz 0. 4794255 0.099833417 0. 0499792 0. 0099998 0. 001 
2x 1 0.2 0.1 0.02 0. 002 


型 0. 25 0.01 0. 0025 0. 0001 0. 000001 


从 上 表 看 出 同一 极限 过 程 的 上 述 无 穷 小 趋向 零 的 “快慢 ”程度 是 不 一 样 的 , 当 z 一 0 时 , x? 比 x, 2x 
和 sinz 趋向 零 的 速度 都 更 快 , 2z 与 x 趋 于 零 的 速度 相差 常数 倍 , sinz 与 z+ 趋 于 零 的 速度 相当 . 我 们 用 两 


个 常用 无 穷 小 量 比值 的 极限 来 刻画 它们 趋 于 零 速度 的 相对 快慢 . 如 lim smz 一 1, lim 经 = < 
定义 1-5 假设 及 8 是 同一 极限 过 程 中 的 两 个 无 穷 小 , 且 a 关 0， 
Q) 如 果 lim 号 = 0, 则 称 8 是 较 a 高 阶 的 无 穷 小 , 记 为 8 二 oC@); 


(2) 如 果 lim 人 = co, 则 称 8 是 较 a 低 阶 的 无 穷 小 , 记 为 8 二 O(a); 


(3) 如 果 lim 4 一 c, 则 称 8 是 与 c 同 阶 的 无 穷 小 ;特别 地 ,如 果 c 二 1, 称 6 与 a 为 等 价 无 穷 小 , 记 为 
及 一 ws 

若 8 与 为 同 阶 无 穷 小 ,就 说 8 是 ac 的 & 阶 无 穷 小 . 

例 1-10 证 明 当 xz->0 时 , arcsinx ~ 

证 明 令 arcsinz = 二 1, 则 x= sint, 且 xz 一 0 时 ,tz 二 arcsinz 一 0, 则 


,arcsinxz _ 六  - t 
lim 一 = lim —— im 一 一 
工 >0 ya t=»0 Sint 0 sint 


由 定义 知 arcsinz ~ . 
还 可 以 证 明 , 当 x 一 0 时 , zx 和 ~ sinz 一 tanz ~ arcsinz ~ arctanz， 


1 
1— cosz ~ 二 7X? 


乞 
定理 1-2 设 wm 一 ,8 一 应 , 且 lim 生 存在 , 刚 
lim 放 二 jim 二 
Q2 Ql 
证 明 一 ah 一 记 ; 则 lim 红 一 lim 民 一 1 所 以 
2 9 
和 lim 各 = lim 公 


定理 3 告诉 我 们 在 求 极限 的 过 程 中 ,等 价 无 穷 小 可 以 相互 替换 . 但 注意 ,被 蔡 换 的 无 穷 小 在 表达 式 中 
的 身份 必须 是 “因子 ”, 即 运算 是 相 乘 的 关系 . 等 价 无 穷 小 的 相互 替换 ,有 时 可 以 简化 极限 的 运算 . 
例 1-11 (1) lim te se, (2) a 


解 (1) 当 x 一 0 时 , tanzx 一 sinx 二 tanx(l 一 cosz)~~Xz。 zr， sinx 一 ,所 以 


,taliv — sis _ 1. tanw(l — ec0sw) s 
lim 一 一 一 一 一 = lim 一 一 一 人 一]im 
0 Sinix 0 sin3x 0 





一 
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arcsinx »。 arctanzx 1 
(2) lim so = lim 7 = lim pr 7 


四 、 极 限 的 四 则 运算 


定理 1-3 若 limf(x) = A, limg(x) = B, 则 有 
(1) lim[ FGz) 士 g(Cz)] = limf(z)+tlimg(zx) 一 A 士 B; 
(2) lim[ f(x)g(z)|] = oe limg(zx) = AB; 


f(x) _ limf(x) _ A 
ht g(x) limg(zx) = 名 ‘BF0, 


证 明 这 里 以 Q1) 中 加 法 为 例 加 以 证 明 ,(2) 和 (3) 证 法 类 似 . 
因为 limf(z) = A, limg(x) = B, 由 无 穷 小 量 定 理 1-1， 
i 
其 中 a, B86 均 为 同一 极限 过 程 中 的 无 穷 小 量 . 所 以 
f(z) 二 g(r) 一 A 十 B 十 十 B 
由 无 穷 小 量 性 质 1 知 , a 十 8 为 无 穷 小 量 ,再 由 定理 1-1, 有 
lim[ f(x)+g(z)] = A++B= 1limf(z)+limg(z) 
由 定理 1-2 中 的 (2) 可 得 如 下 推论 . 
推论 1-1 limcf (zx) == climf(x) (cc 为 常数 ). 
推论 1-2 i = [lmf(z) 下 


例 1-12 求 lim 二 








一 5 十 生 
解 当 z 一 2 时 ,分 母 极 限 不 为 0, 直接 利用 商 的 法 则 . 
jn 2 一 3 lim(2z 一 3) 2limz — lim3 XK 开 
zr i 5rd 和 me 5 lmr 4 一 配 波多 半 宰 分 
Z2 一 1 710 
例 1- 要 





解 当 z 一 1 时 ,分 母 极 限 为 0, 不 能 直接 利用 商 的 法 则 ,需要 化 简 后 求 极限 . 
汪 i = lim(z 十 1) = limz 十 1 一 2 





lim 
二 
十 3 oo 
外 114 求 名 本 于 党 二 i (全 型) 
解 当 z 一 co 时 ,分 母 极 限 不 存在 ,不 能 直接 利用 商 的 法 则 ,利用 无 穷 大 与 无 穷 小 之 间 的 关系 : 
2 十 总 
lim ee = lim 3 
re 142 十 522 十 1 es 2 





全 145 求 四 关 二 二 (0 型) 
解 | 有 人 


lim 3 3 (i 十 9 一 3)(CVz2 十 9 3 肌 生生 区 元 2 
> 和 kd 


J 
= Jirn 一 了 
bn i 


解 分 母 的 极限 为 零 ,利用 无 小 与 无 穷 大 的 关系 求 极限 ,因为 





第 一 襄 巴 孝 权 妥 国 国 





4 5ml1 二 4 


lm 3 lim ss—3 By 0 
ee 2 
en 


. 2 
1 (和 己 ) 一 到 


解 ” 因 为 第 一 个 和 第 二 个 函数 的 极限 不 存在 ,不 能 直接 用 减法 法 则 . 
lim (了 -一 2 ; )= lim (+ 二 3 2 5 )= lim Se, = lim 一 
=*li\T 一 工 1—zx’ 1 一 好 1 一 好 zl 1 一 2 re1l1 十 并 2 

例 1-18 lmz(Vz +1—z) (0。coe 型 ). 

解 ” 因 为 第 一 个 函数 的 极限 不 存在 ， ggg 




















CO et 到 用 引 少 本 网 工 
limz(Vz 1—zx) 一 limz ia 一 一 一 一 一 
1 十 zz) to (V 亚 十 T 十 了 
= . -于 
1 十 京 十 1 


五 、 两 个 重要 极限 


1. 极限 存在 法 则 ( 夹 逼 法 则 ) ”如 果 函 数 户 (z) ,jz), 户 (z) 存在 下 列 关系 : 
(1) 在 点 ly 附近 ， fi(z) < f(T) < f(x)s 
(2) lim fi (x) = limfz(z) = A. 
那么 函数 f(x) 的 极限 存在 , 且 limf(z) = 
例 1-19 证 明 (1) limsinz = 05(2) limcosz = 
证 明 (1)x 这 0 时 ， zr 这 sinz 之 0; 工 二 0 时 , 工 过 sinz 过 0, 由 夹 盘 法 则 知 


limsinz =0, limsinz 一 0 
二 0 


则 


limsinz = 0 
TO 


三 之 2( 子 ) 一 天 


一 一 一 = in2 
(2) 0 妥 |cosz 一 1| 王 1 一 cosz = 2sin 2 7 ph 


0<1-cosz 之 于 
XX 一 0 了 时， 3 一 0, 由 夹 通 法 则 有 lim(cosz 一 1) 一 0, 所 以 ， limcosz = 
2. 两 个 重要 极限 


(DD in =1, 
m0 XT 


当 x 一 0 时 , sinr 一 0, 因此 函数 是 5 型 , 不 能 直接 得 出 极限 . 表 1-6 给 出 当 z 一 0 时 ,函数 值 的 变化 
趋势 





表 1-6 
工 中 0 了 | 士 0.05 士 0.01 士 0. 005 士 0.001 
sinz/ 工 0. 993347 0. 998334 0. 999583 0. 999983 0. 999995 0. 999999 


证 明 在 如 图 1-9 所 示 的 四 分 之 一 单位 圆 中 , 设 POA 一 z(0< 工 二 各), 点 A 处 的 切线 与 ON 的 
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延长 线 交 于 P, NM | 04, 连 NA, 则 
NM = sinx, NA = x, PA = tanzx 
AO4N 面积 之 扇形 QAN 面积 二 Wi 面积 ,所 以 


雯 sinz 之 3 广 z 之 方 


不 等 式 各 项 除 以 sz 得 





1 二 一 之 一 上 即 cosz< Smz < 1 


SlDn COsX 


由 夹 逼 法则 得 


当 工 二 0 时 , 令 1 = 一 zz， 则 z 二 0， 














lim sinZz _ i sin(—7) _ lim 二 sint = lim sint 1 
ro 让 一 上 -=0 加 Sa t+ 上 
综 上 
lim = 1 
Te0 人 立 
例 1-20 求 (1) limzsin 一 ; (2) lim tanz, (3) lim lim +— PE 
解 po 
limzsin 工 一 = lim 二 二 一 lim 二 一 sint = 于 
并 类 -0 万 
(2) li Tin 。 二 )= lim Sinz 。 lim—l— = ]s 
Te0 I rr»0 \ COST TX 0 并 >0 COST 
2 
2sin? 之 sin2 之 sin 之 
(3) lim - — 2 一 lim 一 一 3 = i a = lim | 过 雪 
并 2 0 er 必 x0 工 2 TO 这 2 
(3) 和 


(2) lim(1 十 过) 一。 

工 wco er 
这 一 极限 证 明 略 ,e 是 一 个 无 理 数 , 取 小 数 点 后 5 位 数 的 近似 值 是 e<*2. 71828. 
例 1-21 求 (1) lim(1 十 z)*; (2) lim 人 (1 一 生 ) (3) lim (=) . 





解 (1D) 令 xz 一 ， 则 > 0,1_> co, 所 以 


lim(1+ x): =lim(1+ 二 ) 





一 让 
(2) 令 一 全 一 过， 则 z= 一 4z, 当 工 一 co 上 一 co 所 以 
a 一 起 站 = 表 = 呈 


(3) im( 二 7) 一 im (=) ” 关 im 人 (1 一 二 ) (1 一 二 ) 


Tco\ 人 I>o0 本 人 并 
| = 
【思考 与 讨论 】 


1. 请 判断 下 面 的 计算 对 吗 , 并 说 出 理由 . 


( 访 基 十 过 6 一 十 训 


工 一 
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2. 过 0 时 , 工 一 sinz ~ tanz. 下 面 的 运算 过 程 对 吗 ? 为 什么 ? 


1 sin? x — tanx 


I*0 








ET 
2 工 一 2 rx”2 
sn nt 
a I—*0 I>0 
第 三 节 ”函数 的 连续 性 


许多 现实 中 的 现象 如 自由 落体 的 速度 、 人 的 身高 的 变化 等 都 是 随时 间 连 续 的 变化 的 ,数学 上 用 函数 的 
连续 性 来 刻画 这 种 现象 . 实际 上 ,数学 上 的 连续 和 我 们 平时 所 说 的 连续 一 样 ,都 是 指 “ 持 续 而 不 间断 的 ”. 

我 们 先 从 几何 图 形 上 认识 一 下 连续 性 ,如 图 1-10 中 函数 在 zx 王 0 处 没有 定义 ,图 像 断 开 ,其 他 处 没有 
断 开 , 故 图 1-10 中 函数 图 像 在 x == 0 处 不 连续 ,其 他 点 连续 ;图 1-11 中 函数 尽管 在 xz 二 2 处 有 定义 ,但 显 
然 函数 图 像 在 xz = 2 处 断 开 .不 连续 ,其 他 点 连续 ;图 1-12 中 函数 在 工 = 0 断 开 , 故 函数 在 xz 二 0 不 连续 ， 


其 他 点 都 连续 . 





图 1-10 





图 1-11 


图 1-12 


1. 函数 的 增 量 ”函数 y = f(x) 在 点 zo 的 某 邻 域内 有 定义 , 当 自 变 
量 由 点 zo 变 到 x 时, zx 一 zo 就 称 为 自 变量 的 增 量 , 记 为 
Az 一 工 一 Zo 
函数 值 相 应 的 变化 称 为 函数 的 增 量 , 记 为 
Ay = f(zwo Az) — f(xo) 
或 
Ay = f(x) — f(zxo) 
2. 函数 连续 性 的 定义 
定义 1-6 设 函 数 y = f(x) 在 点 z 及 其 附近 有 定义 ,如 果 
limAy 一 limLflzo 十 Az) 一 f(zxo)]= 二 0 





/CO 





图 1-14 


那么 就 称 函 数 y 二 f(z) 在 点 xo 是 连续 , 称 是 函数 的 连续 点 (图 1-13). 

在 上 述 定义 中 , 令 = zo 十 Arz, 显然 当 Ar 一 0 时 ,xX 一 zo, 因 
此 有 

lim[ f(x) 一 f(x) | 一 0 即 Jim fz) = f(zo) 

这 是 连续 的 等 价 定义 . 如 图 1-14 所 示 , 若 f(x) 在 a 点 连续 , 当 
XK 习 a 时 ,曲线 上 的 点 沿 着 曲线 可 以 到 达 (a,f(a)). 这 个 定义 告诉 
我 们 ,车 函数 f(z) 在 zo 点 连续 , 则 满足 三 个 条 件 :@ 若 函数 f(x) 在 
zo 点 有 定义 ;@ limf(z) 存在 ; @ lim f(z) 二 f(zo)，, 不 满足 上 述 三 
个 条 件 之 一 的 点 称 为 f(x) 的 不 连续 点 ,也 叫 间断 点 . 














sin4x 二 号 而 
例 1-22 判断 函数 f(x) 三 | 在 x 二 0 处 是 否 连 续 . 
wRO 
解 在 z= 二 0 处 ,有 f(0) = 2; 
sindx _ 1. sin4zx 2 
lm ft) 一 一 lim ri 2 


lim f(x) = DT 一 2 


TO 


因此 limf(zx) 存在 , 且 limf(z) 一 2 一 f(0), 故 函数 f(z) 在 x == 0 处 是 连续 的 . 

在 例 1-22 中 , 当 xz 一 0+ 时 , f(z) 极限 存在 且 等 于 在 x 二 0 点 的 函数 值 即 lir f(z) = ft Be 
0 - 时 ,也 有 lim f(x) = f(0). 我 们 称 f(x) 在 工 = 0 点 左 连续 和 右 连续 . 

如 果 函 数 f(z) 在 zo 处 的 左 极限 f(xo) == f(zo)，, 称 f(z) 在 点 zo 处 左 连续 ;同样 ,如 果 f(xi) = 
f(zo)， 则 称 f(x) 在 点 zo 处 右 连 续 . 显然 ,函数 f(x) 在 点 zxo 连续 的 充 要 条 件 是 f(x) 在 xo 处 左 连续 且 
右 连 续 , 即 

f(zxo) SS lad) = f(xo) 

在 开 区 间 (a,6) 上 每 一 点 都 连续 的 函数 , 称 为 在 区 间 (a,b) 上 的 连续 函数 ,或 者 说 函数 在 开 区 间 (a， 
b) 上 连续 ;如 果 函 数 在 开 区 间 (a,6b) 连续 ,是 在 左 端点 x 二 a 和 右 连续 ,在 右 端点 x 二 5 左 连续 , 则 称 函 数 在 
[a,b] 上 连续 . 在 某 区 间 上 连续 的 函数 图 像 是 一 条 该 区 间 上 连续 、 无 间断 的 曲线 . 

事实 上 ,一 切 基本 初等 函数 在 其 定义 区 域内 都 是 连续 的 . 


3 0， 
例 1-23 设 函 数 f(x) 一 人 0 
2z2 十 az 委 0 


解 在 x 二 0 处 ,有 f(0) = a; 
limf(z) = 和 (22 十 o) 一 ai limf(z) 一 limzsin 一 ss 帮 


Ye 


已 知 函 数 f(x) 在 过 = 0 处 连续 ， 因此 必然 在 并 一 0 处 左 、 右 都 连续 , 即 
lim f(x) = lim f(z) = f(0)=a 
求 得 a = 0. 
3. 函数 的 间断 点 


根据 连续 点 的 定义 易 知 车 xo 是 函数 f(x) 的 间断 点 ,有 可 能 是 发 生 了 以 下 三 种 情况 之 一 : 
(1) f(z) 在 点 zo 处 没有 定义 ; 
(2) f(z) 在 点 zo 处 有 定义 ,但 limf(z) 不 存在 ; 


(3) f(z) 在 点 mm 处 有 定义 , 且 limf(x) 存在 ,但 lim f(x) 了 f(xo). 


例 1-24 分 析 函 数 (1) f(z) = 人 关 0,(2) f(z) == sin 在 点 一 0 处 的 连续 性 . 
1 ,并 = 0; 


解 (1) f(0)=1， 但 lim 十 一 十 oo， 所 以 x 一 0 为 二 5 的 间断 点 ; 
称 zx= 二 0 是 f(z) = 误 的 无 穷 间断 点 ,如 图 1-15 所 示 . 


(2) f(0) 无 定义 , 故 工 = 0 为 sin 二 的 间断 点 ; 且 limsin 过 不 存 
sin 二 的 振荡 间断 点 . 





例 1-25 ”分 析 以 下 两 个 函数 在 指定 点 的 连续 性 . 
FE 十 出 sr < 0 9 


CD f(z) 一 于 2 在 xz 一 2 处 ;(2) f(z) 一 | 在 z= 二 0 处 . 
区 一 此 clr 


解 (1) f(2) 没 定义 , 故 工 一 2 为 函数 间断 点 .但 lim 三 二 二 < = lim(z 十 1) = 3, 车 补充 定义 
f(2) = 3, 则 函数 
说 一 小 一 2 
fz) -| r= 
3,X=2 
在 xz 二 2 连续 . 

这 种 情况 的 间断 点 称 为 可 去 间断 点 ,如 图 1-16 所 示 . 

(2) FO0) =—Bs 但 10) = linetl)=1f0) = lime—l)=—1 
左右 极限 都 存在 ,但 不 相等 , limfCz) 不 存在 , 称 z = 0 为 函数 的 跳跃 间断 ,如 
图 1-12 所 示 . 

通常 根据 函数 的 左右 极限 对 间断 点 分 类 . 假定 zo 是 函数 f(z) 的 间断 
点 ,车 左 、 右 极限 fx )， 太 过) 都 存在 , 称 zo 为 函数 的 第 I 类 间断 点 (可 去 
间断 点 ). 不 是 第 工 类 间断 点 的 任何 间断 点 称 为 第 耻 类 间断 点 . 

二 、 初 等 函数 的 连续 性 
关于 初等 函数 的 连续 性 ,有 以 下 重要 结论 。 

(G) 如 果 函 数 f(z) 和 &(z) 在 mn 连续 , 则 其 和 ( 差 ) 7 士 g, 积 太 5, 商工 ( 当 g(zo) 关 0 时 ) 都 在 点 


To 连续 . 
证 明 这 里 只 对 加 法 证 明 . 因为 f(x) 和 g(x) 在 zo 连续 ,所 以 
limf(zx) = f(zo), limg(x) = g(xo) 


lim[ f(x) 十 g(Cz)] = limf(z)+ limg(x) = f(xo) + g(x0) 
(2) 设 函 数 y= f(w) 在 wu 二 w 连续 , 且 limg(x) = 二 w, 则 limfLlg(x)] = fC(w) 即 limfLg(x)] = 
fllimg(z)] = f(w). 





例 1-26 求 limarctan ——— sinz 


解 lim Snz 一 二 1, 基本 初等 函数 > = 二 arctanx 在 x == 1 点 连续 ,所 以 


sinx Sifi 克 
limarctan > = arctan (lim ® 一 一 ) 一 arctanl 一 工 
0 还 rr0 并 4 


例 1-27 求 lim 也 人 于 于 


解 ”因为 lim(1 十 Zz)* 二 e, 基本 初等 函数 y = lnu 在 点 = 二。 上 有 定义 、 连 续 ,所 以 
ln(1 十 工 ) 
如 





lim 
(3) 设 函 数 y = flw) 在 xz == wu 连续 ,函数 二 g(x) 在 xz == zo 连续 , 则 复合 函数 >= f[g(z)] 在 
Z 二 2zo 连续 . 即 


= limln(1 十 zx)* 一 In[lim(1 十 zz]=lne=1 


limflg(z)] = fllimg(z)]= flg(limz)]= flg(zxo)] 


综 上 ,初等 函数 在 其 定义 域内 都 是 连续 的 . 即 当 x = zo 是 初等 函数 y = f(x) 定义 域内 的 点 , 则 满足 
limf(z) = f(zo). 
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例 1-28 lim YE 


5 == Sw 
解 初等 函数 y = ~ 和- 十 1 在 其 定义 域内 都 是 连续 的 ,因此 
VT 十 2z? 十 1 
9— 8% 





lim 


人 


三 、 闭 区 间 上 连续 函数 的 性 质 


= f( 一 2) = 一 


定理 1-4( 最 值 定理 ) 若 函 数 f(x) 在 闭 区 间 La,o] 上 连续 , 则 f(x) 在 该 区 间 内 必 有 最 大 最 小 值 . 
定理 1-5( 介 值 定理 ) 若 函 数 f(x) 在 闭 区 间 [a,b] 上 连续 , 则 对 介 于 fla) 和 Fe) 之 间 的 任何 值 
C, 在 开 区 间 (a,6) 内 至 少 存在 一 点 &, 使 
f(8) = cao) 





图 1-17 图 1-18 


介 值 定理 的 几何 意义 :连续 曲线 y = 二 f(x) 与 水 平 直线 y = C 至 少 相 交 于 一 点 ,如 图 1-17 所 示 . 
特别 地 , 当 f(a) 和 了 (65) 异 号 时 ,连续 曲线 与 xz 轴 至 少 有 一 个 交点 , 即 方程 f(x) ==0 在 (a,b) 内 至 少 
有 一 个 实 根 ,这 一 推论 又 称 为 零点 定理 ,如 图 1-18 所 示 . 


【思考 与 讨论 】 
1. 若 f(z) 在 点 zo 连续, g(x) 在 zo 间断 ,能 否 断 定 f(x) 十 g(z) 在 zo 必定 间断 ? 若 f(z),g(x) 在 


zo 间断 ,能 否 断 定 f(z) 十 g(z) 在 zo 点 必定 间断 ? 
2. 举例 说 明 , 开 区 间 上 连续 的 函数 不 一 定 取 得 最 大 值 、 最 小 值 . 











习 题 一 
1. 求 下 列 函 数 的 定义 域 : 
(1) y 一 Vz 一 Vzi (2) y 一 VS 一 二 十 arctan 二 
(3) y 一 lg EH; Cy = 三 芝 
2. 写 出 下 列 函 数 是 由 哪些 基本 初等 函数 或 简单 函数 复合 而 成 : 
(1) y= Vsin (zt 1); (2) y= ln? Vz +5; 
(3) y 一 es (=) ; (4) y = arcsin[Llg(z 一 1)]. 
3. 求 下 列 函 数 的 极限 : 
区 一 2z 十 1 
a (2) lim mt 
(9) lim 和 二 4， (CO lim +2) —16, 
z=l WE 一 外 zx>0 元 


(5) Jimet eo (6) im( 天 一 一 si 
X00 by 1 








(7) lim (地 a ); 


£0 十 t/? 
(9) lim Vz+2—3, 
>»7 天 一 了 7 





一 
C11) lim ; 
0 3 = 


(13) lira(2e = wD) 


(15) lim wz 一 2 十 5; 


(17) limln(2cos2x); 


人 


(19) lim sin2x ; 
z*0 SIN3x 


tan3z 
(21) lim Sno 


(23) mu 人 = 
《259 lim(z 十 1】 ， 


4. 求 下 列 函 数 的 极限 : 
0 lm (S17 


TX->0 
(3) lim {z=2|, 
2 六 一 2 





rs cl 


(8) lmz(Vz +1— 7); 


C10Y Wg ee a 


(12) lim .ER 
xXx>too 


i 
i Dm 


(16) lim(sin27x)’; 


到 和 


(18) lim 1— cos2x, 

Xsinz 
(20) limzcotz; 
(22) limzrs 


,wl 
C2 Wn 


(26) lim(1—i). 


(2) lim (二 rs 


TO 
2 
Cy ly 
Eo zx—1 
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5. 已 知 h(z) -| “0<< 工 过 2,，, 求 lmAnGz)， limh (x), limh(x), limh (zx), limh(zx), limh x). 


nt 元 


I>2 


6. 工 一 0 时 ,下 列 函数 都 是 无 穷 小 , 求 它们 与 无 穷 小 工 比 较 的 阶 ; 


(1) cscz 一 cotzZ; 


7 6 为 条 村 时 ;g(x 三 上 


8. 试 证 ,函数 f(x) 二 
9. 求 函数 f(x) = | 


10. 函数 f(z) = | 27 


2, 工 一 0 
1 一 过 ,并 芳 0， 
11. 讨论 B 二 <8i 
讨论 函数 KE) fa ,二 人 


(2) cos (1) 





i yi Os 
ln 十 5 一 1 之 多 寺 0 
ln(1 十 az) 


在 (一 co， 十 ceo) 上 连续 . 





在 点 二 0 处 连续 , 求 a 的 值 . 


在 xz 二 0 处 的 连续 性 . 


2 


(3) V1 十 tanz — V1— sinx. 


的 间断 点 ,并 说 明 间 断 点 的 类 型 . 


12. 证 明 方 程 x == asinz 十 9 至少 有 一 正 根 (a >0,2 0 ), 并 且 不 超过 a 十 6b. 


( 刘 启 贵 唐 晓 ) 


世界 上 的 万 物 都 在 变化 ,其 相互 间 
的 变化 又 各 具 特 色 , 并 且 鲜 有 匀速 变 





二 化 .例如 ,汽车 ,火箭 的 运行 速度 ,细胞 
和 的 分 裂 速率 ,药物 经 过 血管 截面 的 流量 
是 等 . 而 这 些 变化 率 由 初等 数学 知识 又 无 
六 | 法 解决 ,本 章 介 绍 的 导数 及 运算 法 则 正 
i 为 解决 此 类 问题 提供 有 效 的 工具 . 
了 ma 一 Yo pi NN 
C — EE Tv ) 


第 一 节 ”导数 的 概念 


一 、 问 题 的 提出 
例 2-1 求 曲 线 y = f(z) 在 点 PCzo,f(zo)) 处 的 切线 的 斜率 . 
解 ” 如 图 2-1 所 示 , 在 曲线 上 PP 点 的 附近 任 取 
一 点 Q(zo 十 Az ,f(zo 十 Az))，PQ 为 割 线 . 当 Az 
玉 0 时 , Q 点 沿 曲 线 逐 渐 接 近 P 点 ,从 而 割 线 PQ 
逐渐 接近 切线 位 置 Pz. 








tang = 5 
tana = limtang = lim Ay 
Ar-=0 Ar->0 人 工 图 2-1 
时 有 例 2-2 做 直线 运动 的 物体 ,已 知 其 路 程 函 数 为 s = 
| | f(#) ,如 图 2-2 所 示 . 求 该 物体 :== a 时 刻 的 瞬时 速度 v(a). 
| ee 解 ”物体 从 a 时 刻 到 a 十 h 时 刻 所 经 过 的 路 程 为 
As = f(ath)— f(a) 
= 此 时 段 的 平均 速度 为 
= 5 一 全 
图 2-2 若 
lim 空 
办 0 太 


存在 , 则 此 极限 就 是 物体 上 = a 时 刻 的 瞬时 速度 v(a). 


例 2-3 某 种 细菌 繁殖 的 规律 是 nCt) = 30 000 十 602, 其 中 上 表示 天 数 , n(z) 是 上 时 刻 细菌 的 个 数 ， 
求 t 时 刻 细菌 的 繁殖 速度 . 


解 ” 从 t 时 刻 到 i 十 A 时 刻 细菌 个 数 的 改变 量 为 
AMn 一 mt 十 必 ) 一 2 蚊 一 60[G 十 必 )2 一 好 ] = 60(2A At’) 
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此 时 段 的 平均 增长 率 为 
jz 二 和 全 
At 
而 
lim 江 = lim 602 + A ) = 120 
4->0 At A>0 At 


所 以 , t 时 刻 细菌 的 繁殖 速度 为 120z. 

例 2-4 某 化 学 物质 (如 镭 ) 的 衰减 可 用 方程 M(z) = Moe“ (指数 衰减 函数 ) 来 表示 ,其 中 M(i) 是 1 
时 刻 物 质 的 质量 , Mo 是 物质 的 初始 质量 ,常数 & 之 0, 求 物质 在 i 时刻 的 分 解 速 度 . 

解 ” 所 谓 物质 的 分 解 速度 ,应 是 其 质量 的 改变 量 与 所 用 时 间 的 比率 . 由 于 物质 每 时 每 刻 的 质量 M(z) 
是 变量 ,所 以 单位 时 间 其 质量 的 改变 量 不 一 定 相 同 , 即 减少 的 速度 也 应 是 变量 . 

从 上 时刻 到 上 十 必 时 刻 物 质 的 改变 量 为 

AM = M(ii+A) 一 MGCb) 

此 时 段 的 平均 减少 率 为 


若 


存在 , 则 此 极限 就 是 物质 的 分 解 速度 v(z). 

变化 速率 关系 所 有 学 科 . 一 个 地 质 学 家 有 兴趣 了 解 ,熔融 岩石 向 周围 石头 导热 时 降温 的 速度 ;一 个 工 
程 师 想 要 了 解 , 水 流入 或 流出 水 库 的 速度 ;一 个 城市 地 理学 家 要 知道 ,一 个 城市 从 市 中 心 向 外 人 口 密度 的 
变化 速度 ;一 个 天 文学 家 需要 考虑 随 高 度 的 变化 而 导致 大 气压 的 变化 的 速度 . 


二 、 寻 数 的 定义 与 几何 意义 


从 许多 方面 可 以 看 出 ，lim 到 是 很 多 领域 里 解决 实际 问题 的 数学 模型 ,因此 有 如 下 的 定义 . 


定义 2-1 设 函 数 y= /zxz) 在 zxo 点 的 附近 有 定义 . 当 自 变量 在 z 处 取得 增 量 Az, 相应 地 函数 > 取得 
增 量 Ay, Ay = (zs 十 Az) 一 f(zo). 如 果 当 自 变量 的 增 量 Az ~ 0 时 ,函数 的 增 量 Ay 与 Az 之 比 的 极限 
rg 


存在 , 则 称 此 极限 为 函数 > = f(z) 在 xo 点 的 导数 (derivative) , 记 为 
y | Z 一 Z0 ;或 | ; 或 f (x0) 
即 


Y | | = f (zo0) = lim 

若 函 数 y= 二 f(z) 在 zm 点 的 导数 存在 , 则 称 函 数 > = f(x) 在 zo 点 可 导 . 如果 函 数 y 二 f(z) 在 开 区 

间 (a,5) 内 的 每 一 点 可 导 , 则 称 函 数 y= 二 f(z) 在 开 区 间 (a,6) 内 可 导 . 当 函 数 > = f(x) 在 开 区 间 (<,0) 

内 可 导 时 ,任意 的 zE (a,b) 都 有 对 应 的 导数 值 ,因此 在 开 区 间 (c,2) 内 定义 了 一 个 新 函数 , 称 之 为 函数 
y 三 f(x) 的 导 函 数 (derived function) ,简称 为 导数 , 记 为 


或 生 或 /tx 或 f(z) 





fzot Az)— f(zxo) 
Az 


例 2-5 求 函数 y = zx? 的 导数 . 
解 Ay = (x 二 Ar)’— zx = 2xAz + (Ar)’ 


Ay _ 2xzAz+ (Ar)? _ 
ee er 2 A 
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站 _ 
lim 和 7 = lim(2z +Ax) 2x 


Ar—0 
d -一 
即 了 2z. 


如 果 函 数 y = f(x) 在 开 区 间 (a,6) 内 可 导 ， 人 


Ar-=0 Ar—0t 


都 存在 , 则 称 函 数 > 二 f(z) 在 闭 区 间 a 上 可 导 . 以 上 左右 极限 分 别称 为 函数 f(x) 在 6 点 的 左 导数 
和 在 a 点 的 右 导 数 , 分 别 记 为 F- (6) ,了 + (a). 

数学 的 作用 表现 在 它 的 抽象 性 . 一 个 抽象 的 数学 概念 (如 导数 ) 可 以 在 不 同 的 学 科 有 不 同 的 解释 . 例 
如 ,在 心理 学 方面 ,要 了 解 学 习 曲 线 的 理论 研究 , 画 出 与 某 人 学 习 一 个 技能 的 表现 p(z) 与 训练 时 间 z 的 函 


数 曲线 图 . 特别 有 趣 的 是 随时 间 学 习 表现 提高 的 速度 ,也 就 是 亿 . 在 社会 学 领域 ,如 果 p(t) 表示 在 时 间 t 


时 知道 某 条 消息 的 人 口 比例 ,那么 导数 表示 消息 传播 的 速度 . 将 数学 概念 的 特性 彻底 研究 透彻 后 ,我 


们 就 可 以 应 用 这 些 成 果 到 不 同 的 学 科 . bre 特别 概念 有 效 得 多 . 法 国 数学 家 约 瑟 
夫 热 尔 夫 (1768 一 1830) 简 洁 的 说 法 :数学 比较 千变万化 的 现象 并 发 现 将 它们 联合 在 一 起 的 秘密 .” 

按 定义 求 函 数 的 导数 一 般 分 以 下 三 步 : 

(1) 求 增 量 : Ay = f(z 十 Ar) 一 f(z); 


s Ac) 一 ae) 
(2) 计算 比值 : A7 A ; 


, Ti Ly pe ft AE) f(a 
(3) 求 极限 : lim > lim A 


例 2-6 求 线性 函数 y= 二 az 十 2 在 z 点 的 导数 . 
解 (1) Ay = [La(z 十 Az) 十 中 一 (az 十 b) = aAzx; 
(2) 和 一 Ar = 


PA Wa 人 
(3) y lim 和 7 lima a. 
所 以 (az 十 人 一 a. 
例 2-7 已 知 函 数 > = f(x) = Vz， 求 P(9)， 产 (二 )， 普 (zo) 
解 a 一 Vzi 





(2) 盆 = SR 
Vz 十 Az 十 Vz 
(3) rj] 人 一 ER 
”he Ma ae 


所 以 六 (9) = 二 ,了 ( 计 )= 1 f(z) 一 一 


2 fg 
例 2-8 寡 函 数 > = x" (nn 为 正 整数 ) 的 导数 . 
解 ” 由 二 项 式 定理 知 


Ay = (Z 十 Az) 一 好 一 ClzrIAz 十 Cizr2Az2 十 十 Az* 
所 以 
im ao = = lim Gaz” Az Oe A 二 十 A 
Ar*0 AX Az 
即 (x*) = nz™ 


=Ow™ = ye 





例 2-9 y 王 sinz 和 yy 王 cosz 的 导数 . 











解 设 y = sinz, 则 
Ay = Sin(Zz 十 Az) 一 sinz = 2cos 寻 才 外 sin 令 
所 以 
et 2cos 全 让 从 sin 储 i cos 竺 才 外 sin 储 i 
A0AT Ar>0 Arz Ar-=0 竺 
即 (sinx)’ = cosz. 


同 理 可 证 (cosz) = 二 一 sinx. 
例 2-10 对 数 函 数 y = logsz 的 导数 : (logsz)' 二 二 


Zlna” 





解 Ay = logs(z 十 Ar) 一 logsz 一 log, + A 一 log.(1 十 笠 ) 
所 以 


log. (1 十 一 

lim 人 Ay 一 lim ( 

Ar>0 AX Ar—>0 
1 


即 (log.z) = 2 


特别 地 , 当 a 一 e 时 ，(lnz)/ = 过 . 


例 2-11 研究 函数 f(z) == |z| 在 zx = 0 点 的 可 导 人 性, 
和 -or Arz Az 





ee 1 ， 
Ar—>0 


Ar—0t Arx 元 
所 以 ”lim 女士 人 入) 一 太 0) 不 存在 , 即 函数 f(z) 一 |z| 在 z 一 0 点 不 可 导 . 
导数 的 物理 意义 :路 程 函 数 = s(t) 的 导数 (+) 就 是 运动 物体 在 t 时 刻 的 瞬时 速度 v(t). 
例 2-12 求 做 自由 落体 运动 的 质点 在 :时刻 的 瞬时 速度 oC2). 
解 ” 自 由 落体 的 路 程 函 数 为 ;== 方 &t?. 因为 





A 一方 g(t 十 AL)* 一 去 gt* 一 gt 全 十 六 gC(A) 
所 以 
dA 区 = lim(gt + 雯 g ee 

即 做 自由 落体 运动 的 质点 在 t 时 刻 的 瞬时 速度 为 gt. 

导数 的 几何 意义 :函数 y 二 f(z) 在 点 z= zo 的 导数 (zo)，, 就 是 曲线 y= f(x) 在 点 P(xo,f(xo)) 
处 切线 的 斜率 ( 见 例 2-1). 

例 2-13 求 曲 线 y= Vz 在 点 (4,2) 处 的 切线 方程 . 

解 由 于 CVD)' = 二 根据 导数 的 几何 意义 ,曲线 在 点 (4,2) 处 切线 的 斜率 

i i | 二 证 


2Vz 
所 以 ,所 求 切线 方程 为 ?一 2 一 子 (zx 一 4 即 
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工 一 4y 十 4 一 0 
三 、 函 数 可 导 性 与 连续 性 的 关系 
若 函 数 > = f(z) 在 xz 点 可 导 , 则 


f(z)= lim 多 


由 定理 Lh 二 六 (z) 十 a; 即 Ay = 了 (zx)Az 十 oAx，, 其 中 a 是 Ax ->0 时 的 无 穷 小 . 从 而 
limAy = lim(f (x)Ar 十 aAz) 一 0 
所 以 函数 > = f(z) 在 zx 点 连续 . 
反之 ,由 例 2-11 知 ,函数 y= 二 f(x) 在 zx 点 连续 ,但 在 该 点 不 一 定 可 导 . 


9 0， 
例 2-14 讨论 函数 f(x) 一 Ps 去 0, 在 x 一 0 处 的 可 导 性 和 连续 性 . 
Qs = 0 


解 limfz) 一 limzsin 二 二 0 二 f(0), 所 以 f(z) 在 x = 0 处 连续 . 
而 对 于 z= 二 0 点 , lim 各 = lim A727 一 人 0) = jimsin ,此 极限 不 存在 ,所 以 f(z) 在 z= 二 0 点 
Ar->0 人 六 Ar—0 Arz Ar-0 人 Az 


不 可 导 . 
总 之 ,函数 可 导 性 与 连续 性 的 关系 是 :可 导 一 定 连续 ,但 连续 不 一 定 可 导 . 


【思考 与 讨论 】 
1. 函数 y 二 f(x) 在 定义 域内 任 一 点 zo。, 都 有 确定 的 函数 值 f(zxo), 而 常数 的 导数 为 零 , 所 以 ,对 任 


何 函数 y = f(x), 了 (zo) = 0. 这 样 的 说 法 有 何 错误 ? 
2. 请 你 思考 导数 与 极限 的 关系 . 


第 二 节 ”函数 的 求 导 法 则 


借助 初等 函数 的 结构 ,通过 研究 基本 初等 函数 的 导数 ,以 及 四 则 运算 求 导 法 则 和 复合 函数 求 导 法 则 ， 
建立 求 导 数 的 一 般 方法 . 


一 、 函 数 和 、 差 . 积 \ 商 的 求 导 法 则 


法 则 2-1 车 函数 f(z), 8g(z) 都 可 导 , 则 [f(z) 土 g(x)] = 了 (zx) 土 g(x). 
该 法 则 的 证 明 很 简单 ,请 读者 自己 练习 . 
例 2-15 求 函数 y == cosz 一 妈 十 lgz 十 6 的 导数 . 
解 由 法 则 2-1 知 
一 (cosz 一 2 十 人 6) 一 〈cosz) 一 (zs) “十 (lgz) 十 (6)7 


一 一 Sinz 一 3z2 十 一 一 一 -1 


法 则 2-2 ” 若 函 数 f(z), g(z) 都 可 导 , 则 
[flx)» g(x)] = fx)» gr) + f(r) gz) 
证 明 设 y 二 f(x)，g(z), 则 
Ay = f(z Ar)» g(rAr)— f(z)» g(x) 
= f(z 二 Ar)* g(x 二 Ar)— f(z) g(xAr) 二 f(r) g(rAr)— fr)» g(r) 
一 [LFGz 十 Az) 一 rz)jg(Cz 十 Arz) 十 FGz)[LgGCz 十 Ar) 一 gCz)] 


lala hs 





所 以 
lim 2 = lim Lz+Ar)— f(x) g(r Ar)+ flr) g(rtAr)— g(x) 
Az~0A Arz 


Wp Ar 一 0 





_ 1 [f(z+Ar)— f(z) Js(z+t Azr) .ff(L) LE(L AZ) (i) 
2 Az Ta Az 


= f (rx) gx) f(z)» g(x) 
推论 2-1 常数 因子 可 提 到 求 导 符号 的 外 面 , 即 [Cf (zx)] = CLFCz)] 
推论 2-2 若 函 数 f(z), g(xz), h(xz) 都 可 导 , 则 
[fz) » gx) eo hlz)] = fx) gx) hlr)t flr) gx) hr) fr) » gz)» h’' (zr) 
例 2-16 求 函 数 > = 二 3cosz。1lgz 的 导数 . 
解 ” 由 法 则 2-2 及 推论 2-1， 
y 一 (3cosz。lgz) 一 3(cosz。lgz) = 3(cosz)’ 。 lgzr+3cost* (lgzr)’ 


3cOsx 
Zlnl0 


[KGz)]' £2 gr)— flr). ‘(zx) 





一 一 3sinz。lgz 十 














g(z) LgCx) 
证 明 略 . 
例 2-17 求 函数 y == tanz 的 导数 . 
解 y 王 tanz 一 根据 法 则 2 一 3， 
4 (=) _ (sinz)”。cosz 一 sinz(cosz)”_ cosz。cosz 十 sinzsinz 
> CcOsz cos:z COS2 工 
Sg 
一 一 Sec 
即 
(tanz) = sec:z 
同 理 可 得 (cotx) == 一 csc2z. 
例 2-18 求 函 数 > = secz 的 导数 . 
解 y 一 secz 一 下， 根据 法 则 2-3， 
人 (sy 人 NR 一 i ee = Sentans, 
即 


(secr)’ = secztanz 
同 理 可 得 (cscx) == 一 csczcotz. 


二 、 反 函数 的 求 导 法 则 
前 面 我 们 已 经 得 到 ，(log.z)' 一 -二 ,指数 函数 的 导数 怎么 求 ? 考虑 到 指数 函数 和 对 数 函 数 互 为 反 


na 
函数 ,所 以 有 以 下 研究 . 
法 则 2-4 若 函 数 工 二 g(y) 在 区 间 内 单调 .可 导 且 g(y) 关 0, 则 其 反 函 数 
y 一 f(x) 在 对 应 区 间 内 I 可 导 , 且 
ja 一 -或 型 = 工 
dy 
即 反 晴 数 的 导数 是 直接 函数 导数 的 倒数 . 这 是 因为 ,在 法 则 的 条 件 下 ， 
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Mi i bd 
Ff tn = Dae = Dy ie 
Ay 

例 2-19 求 指数 水 数 y = ar(a 二 0,a 天 1) 的 导数 . 
解 ” 由 反 函 数 求 导 法 则 

”rt / 1 1 wn 

y (az) PT arlna 
ylna 
所 以 y = azlna. 
特别 地 ， (er) 一 人 
例 2-20 求 函 数 y = arcsinz 的 导数 . 
解 y 二 (arcsinz) = = ee 1 = 1 
(siny) cosy Vi—smy Vi—z 
同 理 可 得 
(arccosz)’ = 一 4 
而 二 去 
/ 1 i 
(arctanz) 二 (arccotx) = 1 

三 、 复 合 函 数 的 求 导 法 则 

由 法 则 2-2 及 推论 2-1、 推 论 2-2 可 知 
(sin2z) = (2sinzcosz) = 2(sinzcosz) = 2(cos2 并 一 sin2z) 一 2cos2z 


(esz) 一 (er。er。er) 一 3esz 
如 果 把 sin2z 用 复合 函数 > = sinu,u = 2z 看待 , 则 
Cin2z)! = eosds = (Ve) (etn = Dan SW 


这 就 是 复合 函数 求 导 法 则 . 
法 则 2-5 若 函 数 y 二 /xz) 关于 变量 x 可 导 , u 二 g(x) 关于 自 变量 xz 可 导 , 且 
复合 函数 y = fLg(z)] 存在. 则 y == fLg(x)] 关 于 自 变 量 z 可 导 , 且 
dy dy du ; 
= 
证 明 对 于 自 变量 的 增 量 Az, 函数 y, u 有 相应 的 增 量 Ay, Au. 且 由 于 v = g(x) 关于 自 变 量 z 可 
导 ,必然 连续 ,所 以 Az 一 0 时 , Au 一 0 成立. 
li SY = fi ( 伯 . 2 |= 


AroAz A>0\AuU Az/ lim A lim 多 = f(g (7) 


br0AU A>0A 


即 
= f (u)* g (7) 


fe 


例 2-21 求 函数 y 二 sin3z 的 导数 . 
解 设 y== 苔 ,wu 二 sinz, 则 根据 法 则 2-4 得 
y = (Wi), » (sinx)’, = 3u: 。cosz 一 3sin2z 。cosz 
例 2-22 求 函 数 y = cotLln(zx? 一 5z 十 6)] 的 导数 . 
解 设 y== cotu, 二 lnv, v= 二 x 一 5x 十 6, 则 根据 法 则 2-4 得 


0 A te 过 了 





一 一 cscz[Lln(z2z 一 5z 十 6)] 一 。(2 关 一 5) 
12 一 57 


2 一 一 5 二 的 | 
Z2 一 5zX 十 6 


【思考 与 讨论 】 
求 导数 时 ,常数 因子 可 以 提出 来 ,你 清楚 其 本 质 原 因 吗 ? 


第 三 节 ” 隐 函数 的 导数 


Lh less ns 





当 函 数 关 系 可 以 通过 解析 式 法 直接 表示 为 y = f(z) 的 形式 时 , 称 此 函数 为 显 函 数 (explicit func- 


tion) ,如 y 王 Vx 十 2z. 当 函 数 关系 通过 一 个 反映 函数 值 与 自 变量 间 关 系 的 方程 表示 时 , 称 此 函数 为 隐 
函数 (implicit function). 例如 , zs3 一 ee 十 siny == 0 表示 yy 是 xz 的 隐 函 数 ,同时 , zx 也 是 yy 的 隐 函 数 . 隐 函 


数 常 记 为 F(z,y) = 0 的 形式 . 


实际 中 , 隐 函 数 往往 不 可 能 通过 解 方程 得 到 y 或 x 关于 男 一 个 变量 的 显 函 数 ,所 以 就 不 能 用 前 述 所 


讲 的 方法 对 y 求 导 , 因 而 要 寻求 新 的 方法 来 解决 此 类 问题 . 
一 、 隐 函数 的 求 导 方法 


应 用 复合 函数 求 导 法则 ,对 表示 隐 函 数 的 方程 两 边 ,同时 关于 自 变量 z 求 导 . 此 时 ,由 于 y 是 z 的 函 
数 , 可 以 看 成 y = 二 f(z). 例如 , x’ 一 e? 十 siny 二 0 可 看 成 一 eY 吕 十 sin[L f(z)]」] = 0，, 这 样 等 式 的 左边 
就 是 关于 工 的 函数 ,可 以 使 用 显 函 数 求 导 的 方法 对 方程 左右 两 边 同时 求 导 , 3zx? 一 eV (zf(z)) 十 


cos[ f(z)] 了 (x) = 0, 再 将 f(x) 看 成 未 知 函 数 求 出 即 可 . 
例 2-23 求 隐 函数 zx 一 zy 十 siny 二 5 的 导数 . 
解 方程 两 边 同 时 关于 自 变 量 xz 求 导 得 
3z2 一 y 一 zy 十 ycosy 一 0 
从 而 


1 一: 3 一 
COSY 


例 2-24 已 知 袜 十 zy 一 2 二 0, 求 y |,i. 
解 ”方程 两 边 同 时 关于 自 变 量 z 求 导 得 
4z3 十 y 十 xy“ 一 4yy“ 一 0 


以 


所 以 


/一 人民 十 了 
ke 


当 z 一 1 时 , 1 十 y 一 2y 一 0,y 一 1 或 y 一 一 去 , 所 以 


汉 


1 


P21 
? | 一 4 3 或 y | 一 =9==1 6 


所 以 ,对 于 隐 函 数 求 导 时 ,只 需 对 含有 因 变 量 y 的 项 ,把 y 看 成 中 间 变 量 , 再 按 复合 函数 求 导 法 则 求 


导 , 从 等 式 中 解 出 y 即 可 . 
二 、 对 数 求 导 法 
例 2-25 求 医 函数 y == x 的 导数 ( 工 之 0 ). 
解 ”用 对 数 求 导 法 , lny = alnz, 等 式 两 边 同 时 关于 自 变量 x 求 导 
六 
Be 工 
所 以 
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这 种 先 取 对 数 , 然 后 应 用 复合 函数 求 导 法 则 求 导 的 方法 , 叫 对 数 求 导 法 . 
例 2-26 求 函数 一 / 鱼 寺 对 Cz 之 4) 的 导数 . 


解 、 用 对 数 求 导 法 , Iny 一 去 In ( 荆 士 总 这 二 他 ,等 式 两 边 同时 关于 自 变量 z 求 导 得 





[in(z 十 1) 十 In(zx 十 2) 一 In(z 一 3) 一 ln(zx 一 4)] 





1 . 
凡 








二 由 
2 
1 1 1 灿 1 
二 ry 区 一 8 Fr 
所 以 





工作 过 十 切 ( 严 十 2)7 1 _ | 1 
a i 站 洛 eh 
注意 ,此 题 可 以 按 初等 函数 的 一 般 求 导 方 法 去 做 ,但 较 烦 琐 
例 2-27 求 寡 指 函数 y 二 (sinz)* 的 导数 ( 工 之 0 )， 
解 ee 等 式 两 边 同 时 关于 自 变量 z 求 导 


1 


一 ln(Csinz) 二 x。 中 入 


= ln(sinx) 十 TX。 cot(z) 


所 以 
y 一 y[ln(Csinz) 十 z。cotz] = (sinz)z[ln(sinz) x。 cotz] 


三 、 导 数 基 本 公式 及 运算 法 则 


至 此 ,我 们 已 求 出 五 种 基本 初等 函数 的 导数 ,以 及 导数 的 四 则 运算 法 则 和 复合 函数 的 求 导 法 则 ,综合 
运用 以 上 结论 ,就 可 以 求 初等 函数 的 导数 . 现 将 基本 初等 函数 的 导数 公式 及 导数 运算 法 则 汇集 ,方便 
使 用 . 








基本 初等 函数 的 导数 公式 : 
(1) (C) == 0(C 为 常数 ); (2) (ze) = azr™! Nerannp 
(3) (az) 一 arlna, 特别 地 (er) = er; (4) (logz) = EE 特别 地 (lnz) == 一 
(5) (sinx)’ = cosz; (6) (cosz) =— sinz; 
(7) (tanx)’ = sec’x; (8) (cotz) 一 一 csc2zi 
(9) (secx)’ = secztanz; (10) (csczr)’ 一 一 csczcotzi 
/ 1 办 .让 
(11) (arcsinx) = 2 (12) (arccosZz) = = 





(13) (arctanz)’” (14) (arccotz) = 


= 1 二 xz?* 


导数 运算 法 则 (假设 法 则 中 的 函数 均 可 导 ) : 

(1) (f+g) =f+g’; 

(2) (fg)' = fg 十 fg' ,特别 地 (Cf) = Cf', C 为 常数 ; 

(3) (< 全 =- 二 在 (gs 

(4) 车 函数 y = ds u = g(7). 0 y= flg(z)] 的 导数 为 
.ee) 


【思考 与 讨论 】 
1. 中 学 数学 五 点 作 图 法 作 函 数 的 图 像 ,“ 用 平滑 的 曲线 将 五 点 连接 起 来 ”, 你 知道 “平滑 ”的 真正 内 


。 第 二 章 导数 与 微分 





涵 吗 ? 
2. y 一 点 的 导数 可 以 按 以 下 两 种 方法 求 得 ， 


(1 =— 37, 


rT 


3 3\/ < 
. 按 玉 号 拘 基 攻 臣 ,明王 上 二 





第 四 节 高 阶 导 数 


函数 y = f(x) 的 导数 f(x) 仍 是 自 变 量 z 的 函数 , 若 广 (z) 仍 可 导 , 则 称 [了 (x)] 为 函数 y = 


f(z) 的 二 阶 导 数 , 记 为 Y 或 六 (xz) 或 9 同样 , 称 [ 产 (zx)] 为 函数 y = f(z) 的 三 阶 导 数 , 记 为 次 或 
1”(z) 或 时 学; … 四 阶 及 四 阶 以 上 的 导数 记 为 y 或 rm (z) 或 9 

二 阶 及 二 阶 以 上 的 导数 称 为 高 阶 导数 (higher derivative). 

由 本 章 第 一 节 知 ,运动 物体 的 路 程 函 数 s(z) 的 导数 为 瞬时 速度 v(t), 而 v (2) 表示 速度 相对 时 间 的 
变化 率 ,所 以 是 瞬时 加 速度 a(z), 即 

ab = v(t) ="7 (0) 

也 就 是 说 ,瞬时 加 速度 是 路 程 清 数 的 二 阶 导数 . 

例 2-28 求 y 二 a 的 各 阶 导数 . 

解 y 一 azrlnay,y 王 az(lna)2， ,y= 二 a(na)”"，…, 特别 地 , (e*)” 一 er. 

例 2-29 求 > = sinz 的 各 阶 导数 . 


解 y = coszx 二 sin(z 中 玫 ] 和 cos (zx 十 择 )= sin(z 十 经 ) 
社 大 cos(z 十 经 )= sin(z 十 滩 )， Jy = jin (z+ 3 ); i 


例 2-30 求 y 一 于 二 = 的 n 阶 导数 


解 y = 一 (1 十 zx), yy = 21(1 十 x)， 
y =r y=)mnl(l+zr) 
例 2-31 做 简 谐 运动 物体 的 运动 方程 为 s(t) = Asinwr , 其 中 A, w 都 是 常数 , 求 上 时 刻 的 瞬时 速度 和 
瞬时 加 速度 . 


解 v(t) = (Asinwt)’ = Aw coswt 
(= v (1) 一 (Aw cosot) 7 =— Aw’ sinwt 
【思考 与 讨论 】 
你 能 举 一 个 实际 例子 ,说 明 二 阶 导数 的 意义 吗 ( 加 速度 除外 )? 
第 五 节 微 分 


一 、 微 分 的 概念 与 几何 意义 


一 块 正方 形 金属 薄片 受 温度 变化 的 影响 ,其 边 长 由 z 变 到 zo 十 Ar (图 2-3) , 问 此 薄片 的 面积 改变 了 
多 少 ? 

设 此 薄片 的 面积 为 A, 则 A 是 边 长 z 的 函数 : A 二 zz, 薄片 受 温度 变化 影响 时 面积 的 改变 量 ,可 以 看 
成 是 当 自 变量 z 自 z 取得 增 量 Az 时 ,函数 A 相应 的 增 量 AA， 


AA = (zz 十 Az 入 一双 
= [zx 二 2r0Azr 二 (Az) |] — 2 
= 2zoAz 十 (Ar) 

AA 被 分 成 两 部 分 ,第 一 部 分 2zoAz 是 Az 的 线性 函数 
(图 2-3 中 带 有 和 斜 线 的 两 个 矩形 面积 之 和 ) , 称 为 线性 主 部 ; 
第 二 部 分 (Az) (图 2-3 中 是 带 有 交叉 斜 线 的 小 正方 形 的 面 
积 ) 是 比 Az 高 阶 的 无 穷 小 (Az 一 0 时 ). 因此 ,如 果 边 长 改 
变 很 微小 , 即 |Az | 很 小 时 ,可 以 用 第 一 部 分 2zoAz 作为 面 
积 改 变量 AA 的 近似 值 . 

综 上 , yy 二 x 在 点 xo 相对 于 自 变 量 的 增 量 Az, 函数 的 
增 量 Ay 可 表示 为 ,关于 Ax 的 线性 主 部 与 比 Az 高 阶 无 穷 
小 两 部 分 之 和 . 

是 否 每 个 函数 都 有 上 述 性 质 的 展现 ?对 此 ,有 以 下 结论 . 


车 函数 /(z) 在 点 zo 可 导 , 即 lim A = (zo) 存在 ,根据 定理 1-1, 上 式 可 写成 姑 一 (zo) 十 a, 其 





图 2-3 


中 ac 一 0( 当 Az ->0). 因此 Ay = F(Czo)Az 二 Ta Ax, 因为 Ax 一 o(CAz) (lim ez = lima 一 0 ), 且 


了 (zo) 不 依赖 于 Az. Ay 被 表示 为 关于 Az 的 线性 主 部 与 比 Az 高 阶 无 穷 小 两 部 分 之 和 . 

可 见 ,在 zo 可 导 的 函数 ,在 zo 处 函数 增 量 Ay 有 上 述 性 质 , 这 样 的 性 质 称 之 为 可 微 . 

定义 2-2 设 函 数 y = f(z) 在 某 区 间 内 有 定义 , xo 及 zm 十 Az 在 这 区 间 内 ,如 果 函 数 的 增 量 Ay = 
f(zo 十 Ar) 一 f(xo) 可 表示 为 Ay 二 AAz 十 oCAz) ,其 中 A 是 不 依赖 于 Ax 的 常数 ,而 oCAz) 是 比 Ax 高 
阶 的 无 穷 小 , 则 称 函 数 y= 二 f(x) 在 点 zo 是 可 微 的 (differentiable) ,而 AAz 称 为 函数 y = f(z) 在 点 xo 相 
应 于 自 变量 增 量 Az 的 微分 (differential) , 记 为 dy, 即 dy = AAx. 

由 前 上 面 结论 知 , 若 f(zx) 在 点 zo 可 导 , 则 函数 f(z) 在 点 zo 可 微 . 反之 ,如 果 f(x) 在 点 zo 可 微 ,由 


可 微 的 定义 , Ay = AAz 十 o(Az), 上 式 两 端 除 以 Ar, 并 取 极限 ,得 lim 外 = lim (A 十 <2)=A. 


这 表明 f(z) 在 点 zo 可 导 , 且 f(zo) 二 A. 所 以 函数 f(x) 在 点 zo 可 微 的 充分 必要 条 件 是 f(z) 在 
点 zo 可 导 , 且 dy = f (vo)Ax. 

若 函 数 f(z) 在 某 区 间 内 的 每 一 点 都 可 微 , 则 称 函数 f(x) 在 该 区 间 内 可 微 . 函数 f(x) 在 区 间 内 任 
一 点 工 处 的 微分 记 为 dy = (zx)Axr. 通常 把 自 变 量 x 的 增 量 Az 称 为 自 变量 的 微分 , 记 为 dr, 即 Az = 
dz. 


于 是 ,函数 /(z) 的 微分 又 可 记 为 dy = f(z)dz, 从 而 有 久 二 (zx). 这 表明 ,函数 的 微分 dy 与 自 


变量 的 微分 dz 之 商 等 于 该 函数 的 导数 . 因此 ,导数 也 称 为 微 商 . 
例 2-32 求 函数 y = ew 的 微分 . 
解 dy = ydz= (e™)dr 一 esm(sinz) dz 一 esmcoszdz. 
例 2-33 求 函数 y== zlnz 在 z = e, 当 Az = 1 时 的 微分 . 
解 ” 先 求 函 数 在 任意 点 x 处 的 微分 
dy = yAzx = (zlnz)Az 一 (1 十 lnz)Az 
于 是 当 z 一 e, Az 二 1 时 的 微分 


dy pes Ct | ze 一 (1 十 Ine)X1 王 2 


二 、 微 分 的 几何 意义 


如 图 2-4 所 示 , 当 自 变量 z 在 点 z 处 取 增 量 Az 时 ,由 于 曲线 y = f(x) 上 点 (zy) 处 的 切线 方程 为 
Y= fo) 二 (x0) (zx— xo) 





”第 二 章 “ 手数 与 微分 胰 到 


所 以 
AY 一 [FGzo) 十 FPCzo)(Czo 十 Az 一 zo)] 
— [fzxo) tf (xo) (zo CO— xo)] 
= f (x0)Ax 
即 微分 是 曲线 y = f(x) 在 点 (zo ,yo) 处 的 切线 上 纵 坐 标的 
相应 增 量 . 


三 、 基 本 初等 函数 的 微分 公式 与 微分 法 则 


基本 初等 函数 的 微分 公式 : 

(1) d(C) = 0 (CC 为 常数 ); 

(2) dCz) 一 az dz (a 为 实数 ); 

(3) d(a”) 二 a*lnadx，, 特别 地 , dl(e*) 一 edz; 






(Xoo) 














(4) d(logsx) = - 民 -, 特别 地 , d(lnz) = 些 ， 
xlna 省 

(5) d(sinx) = cosZzdz; (6) d(cosx) 一 一 Sinzdz; 
(7) d(Ctanz) = sec2zdz; (8) d(Ccotz) 一 一 csc2zdzi 
(9) d(secx) = Secztanzdz;y (10) d(cscx) 一 一 cscZzcotzdz; 

dz — tx 
(11) d(arcsinx) = ; (12) d( = ; 

arcsinz er arccosz 六 
dz 一 人 

(13) d(Carctanz) = ree (14) d(Carccotz) = Tz 


微分 法 则 (假设 法 则 中 的 函数 均 可 微 ): 
(1) dCF 士 g) = 王 dF 十 dg; 
(2) d(f，g) == gdf 十 fdg ,特别 地 , d(Cf) = Cdf, C 为 常数 ; 


(3) dL) 记 全 FOR tp dy. 





四 、 一 阶 微 分 形式 的 不 变性 
设 y 一 (wD,u 一 g(z), 由 复合 函数 的 求 导 法 则 , 型 二 六 (wg (x), 则 复合 函数 y 一 7L&(z)] 的 


微分 为 dy = 由 dz = /GDg(z)dz. 而 g'(z)dz = du, 所 以 复合 函数 y 一 /[g(z)] 的 微分 又 可 以 写成 


dy = f (w) du. 
由 此 可 见 , 无 论 是 中 间 变 量 还 是 自 变 量 , y == f(w) 的 微分 dy 总 可 以 用 了 (w) 与 du 的 乘积 表示 . 这 
一 性 质 称 为 一 阶 微分 形式 不 变性 . 
例 2-34 y 二 er Ycosz, 求 dy. 
解 dy = d(e! cosx) = (er 3)’cosrdzr+ el (cosr) dz 
一 er sz( 一 3)coszdz 十 es( 一 sinz)dz 
一 一 eaz(3cosZz 十 sinz)dz 
例 2-35 y= 二 lInsin(z 十 1)?, 求 dy. 
解法 一 dy = y dx = (lnsin(zx + 1)’)’dz 


加 i 和 [sin(z++ 1)?] dz 


pe 。cos(z 十 1)?[(z 十 1)?] dz 
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= i “2 二 TY 


二 2(z 十 1)。cot(zx 十 1)?dzx 
解法 二 ”由 一 阶 微分 形式 不 变性 知 


dy = dlnsin(zx 十 1)? 一 dsin(z 十 1)? 


= Ey Tr * ont + LsdCw + 1) 
一 2(z 十 1)cot(z 十 1)2dz 

例 2-36 设 y== y(zx) 是 由 一 3y 十 2az 一 0 所 确定 的 函数 , 求 dy. 
解 ” 两 边 同 时 微分 
d( 罗 一 3y 十 2az) = d(0) 
d(y)—3dy++2adz =0 

3yz dy 一 3dy =— 2adzx 
2a 


2 4 La 
dy = 3(y2 i 3(1— YY) 


dz 

【思考 与 讨论 】 

函数 可 导 的 充 要 条 件 是 可 微 ,所 以 导数 和 微分 是 一 回 事 , 这 种 说 法 正确 吗 ? 
习 题 二 

1. 求 曲线 y 一 sinz 在 zx 一 于 处 的 切线 方程 


2. 在 三 次 抛物 线 y = xz? 上 哪 一 点 的 切线 斜率 等 于 3 ? 
3. 试 求 过 点 (3,8) 且 与 抛物 线 y = zx? 相 切 的 直线 方程 (提示 : 先 求 切 点 ). 
4. 问 a,b,c 之 间 满 足 什么 关系 时 ,抛物 线 y 二 ar’ 十 tz 十 c 与 x 轴 相 切 于 点 (一 1,0) (提示 :在 切 点 处 
应 有 y= 二 0,y ==0)? 
5. 下 列 各 题 中 均 假定 f (xo) 存在 ,按照 导数 定义 观察 下 列 极限 ,指出 A 表示 什么 : 
(1) lim £2 — fx) 一 Ai CD lim Km 一 ao) — fC) A, 
Ar->0 


— 60 


工 >Z0 


(3) Bm ms) a CD le mt 
6. 讨论 下 列 函 数 在 x = 0 处 的 连续 性 与 可 导 性 ; 


4 北 i 
eT Wy wy- sin ,TX 0; 
0, 工 一 0; 0, 工 一 0. 

7. 当 物 体 的 温度 高 于 周围 介质 的 温度 时 ,物体 就 不 断 冷却 . 若 物体 的 温度 工 与 时 间 上 的 函数 关系 为 
T= 二 T(z), 怎样 确定 该 物体 在 时 刻 上 的 冷却 速度 ? 

8. 设 有 一 根 细 棒 , 取 棒 的 一 端 作 为 原点 , 棒 上 任意 点 的 坐标 为 x, 于 是 分 布 在 区 间 [0,z] 上 的 质量 m 
是 工 的 函数 : m 二 ml(zx). 对 于 均匀 细 棒 来 说 ,单位 长 度 细 棒 的 质量 称 为 这 细 棒 的 线 密 度 . 如 果 细 棒 是 不 
均匀 的 ,如 何 确定 细 棒 在 点 ze 处 的 线 密度 ? 

9. 设 有 一 根 质量 分 布 不 均匀 的 细 棒 AB , 其 长 度 为 20cm. 在 AB 上 任 取 一 点 M, 设 AM 段 的 质量 与 
从 A 到 M 的 曰 离 的 平方 成 正比 ,比例 系数 为 k, 并 且 已 知 当 AM 王 2cm 时 ,质量 为 8g, 试 求 : 

(1) AM 王 2cm 一 段 上 的 平均 线 密度 ; 

(2) 全 有 段 的 平均 线 密度 ; 

(3) AB 上 任 一 点 的 线 密度 . 


10. 求 下 列 函 数 的 导数 : 
(1) y= 3x 二 5z 二 1n3; 


(3) y 一己 十 4cosz 一 sin 3; 
(5) 一 〈2 元 一 1)2; 


(7) y = Xx?cosrx; 


(y= 旦 ， 


(11) y = zsinztanz; 





一 项 2 
_ tanz . 


11. 求 下 列 函 数 在 指定 点 处 的 导数 : 
(1) y= 二 coszsinz, 求 y |:-# 和 yy |:-4; 
3 


(2) f(x) = 让 求 六 (0) 和 了 (2). 


=- 
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(2) y = 2Y7— +a; 

(4) y = 3logsx— cosz+!l1; 
_2. 

(6) y = 3lnz | 


(8) y = Ztanz 一 csczx; 


(10) y= 二 (rz 一 qa) (zx 一 )(zx 一 c) (a,byc 是 常数 ); 


i 
(Ca 
1— sinzx 





po 
(16) y= 二 与. 


12. 求 曲线 y 一 之 十 z 在 点 (2,3) 处 的 切线 方程 


13. 求 下 列 复 合 函 数 的 导数 ; 
(1) y= (2z+ 5)*; 
(3) y = cosVzi 


(5) y= ln(1 — x); 


(7 y= WL 


(2) y= sin(5t 十 至 ) 


(4) y = tan2z; 


14. 求 下 列 函 数 的 导数 (其 中 asb,n,A,w,g 都 是 常数 ): 


(1) y= (3x+4 1)s; 


(3) s = Asin(wt 9); 


(5) y = sec’z; 


(Du= ( 妇 十 2o 十 VZ) 


人 凡 填 二 
(9) y 一 1=Y! 
(11) y= V1 十 sinzy 


(13) y 王 lg(1 一 2z); 

(15) y = (1 十 sin2z)4; 
(17) y = Wcoszz ; 

(19) y = logs (z’ 十 工 十 173 
(21) y 一 ln(zs V1 十 z2); 





a 
(6) y= i 
Ne | 
(8) y = 1 一 7 
(2) y= 1 ; 
V1 一 并 


(4) y = sin(z3 ); 


(6) y = cot 二 ; 
(8) y= (oz 十 生 ) 


(10) s = acos (2wt+ 9); 
1 。 
Vtanz 
(14) y= V1 十 ln2z; 
(16) y = sin Vix; 
(18) y = lnLln(lnz) |]; 
(20) y = V1 cos6z; 
(22) y 王 In(z 十 VI 十 好 ). 


(12) y= 
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15. 求 下 列 函 数 的 导数 : 


，2 
(1) y = sin? 之 cot 之 ， (2) y = SZ, 


3 


二 工 \， _ sin2z 
(3y y= IT 二 taa( zs 二 二 (4) ? 一 3 


(5) y = sin?x— zcos’xz. 

16. 下 列 各 题 的 做 法 是 否 正确 ? 如 不 正确 , 试 改正 : 

(1) (sin 志 ) = cos 性; (2) (ln(1 十 z2)) = ln(l+ xz) = ln2z; 
人 





Cn ta EY fr eh 
. [| - | 
17. 求 下 列 函数 的 导数 : 








(1) > 一 2zer 十 z5 十 ez; (2) y= 所 十 ln3 
(3) y= zl 十 107; (4) 5 一 3e- 一 1; 
(5) y = arcsinz 十 arccosz5 (6) y = V1— zarccoszr; 
_ arcsinz. 区 EL 
(7) y 一 2 (8) y 一 arccos pa 
(9) y = tanz+ arctanz; (10) y = Vzxarctanz; 
ab (a y= melt i 
(13) y = (arcsinz)2; (14) y = arccosVzi 
(15) y = ez (16) y = VI 十 ee; 
(17) y = sin2z; (18) y 一 eztcos3t; 
(19) y = arctan 2 (20) y = arctanez ; 
a (arctan 对) ， 一 
以 2 » 3 一 全 十 ee 
18. 求 由 下 列 方程 所 确定 的 隐 函 数 的 导数 9?， 
(1) 光一 2xzy 十 9 一 0; (2) zs 十 内 = 3ary; 
(3) zy = et?; (4) y= 1— ze. 
19. 利用 对 数 求 导 法 求 下 列 函 数 的 导数 : 
< ， (zx VY/ zx 
(1)y= x’(z > 0); (2) y 全 一 《ee 


/ EN 4 
y= 人 


20. 求 由 方程 区 十 2y 一 一 3z7 一 0 所 确定 的 隐 函 数 y 在 z = 0 处 的 导数 于 


(< 过 弘 , 





一 


21. 试 证 双 曲 线 五 一 一 1 在 点 (myyo) 处 的 切线 方程 是 2 一 20 一 1 


六 
22. 设 > = f(x), 车 了 (0) = 0, 是 否 一 定 有 了 (0) = 0 举例 说 明 . 

23. 求 下 列 函 数 的 指定 的 各 阶 导数 : 

(Dy= 攻 一 3zt 十 4, 求 六 (2)y 二 e+ , 求 y; 
(3) y 一 xsin2z, 求 y; (4) y 一 etl, 求 yy; 


(5) y = In(1 十 之 )， 求 yy (6) y 一 arctan(1 一 z)， 求 六 
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24. 求 下 列 函数 的 nn 阶 导数 : 


(DW y= (2) y= 7 

(3) y = sin2z; (4) y = cos’z. 

25. 求 下 列 函 数 在 指定 点 处 的 导数 : 

(1) y 一 (z 十 1)5, 求 了 | =-。; (2) f(z) =e*, 求 六 (0); 


(3) y == sinz, 求 次 | ,-。. 
26. 已 知 物体 的 运动 规律 为 *= Asinur (w,A 是 常数 ) , 求 物体 运动 的 加 速度 ,并 验证 








dd 
有 十 os 一 0 
27. 求 下 列 函 数 的 微分 
(Dy 一 二 十 Vi (2) y = Zsin2z; 
(3) y = 一 于 一; (4) y = [ln(l 一 z)]?; 
了 了 ys UnQ 一 动 ] 
(5) y= ie; (6) y= € Tcos(3— 7x); 
zu 
(7) y = arctan +53; (8) y = tanz(1 十 2z2); 
(9) y= et (10) y = arcsin(1 — z). 
28. 将 适当 的 函数 填 人 下 列 括号 内 ,使 等 式 成 立 : 
(1) dl = 2dz; (2) dl ) 一 3zdz; 
(3) d( ) = costdt; (4) d( = Sin3zdz; 
(5) dk ) = Tz (6) dl ) = edz; 
WR (8)d(  ) = sec3zxdz. 
Fy 


( 顾 作 林 ) 


左 图 给 我 们 展示 了 某 一 函数 图 形 的 特点 ， 

通过 第 二 章 导 数 的 法 则 及 计算 ,我 们 可 以 有 更 

高 的 起 点 深入 研究 导数 的 应 用 . 在 本 章 可 以 看 

到 导数 如 何 影响 一 个 函数 图 像 的 形状 ,如 何 帮 

最 大 值 ” 助 我 们 确定 函数 的 变化 趋势 .最 大 值 与 最 小 

值 . 在 许多 的 实际 问题 中 ,要 求 我 们 找到 成 本 

的 最 小 值 或 利润 的 最 大 值 ,找到 在 菜 种 特定 条 

* 件 下 的 最 佳 收 益 . 本 章 以 微分 中 值 定理 为 理论 
基础 ,给 出 了 导数 与 微分 在 实际 中 的 应 用 ， 





第 一 节 ”微分 中 值 定 理 


微分 中 值 定理 在 微 积 分 理论 中 占有 十 分 重要 的 地 位 ,它们 为 导数 的 应 用 提供 了 有 力 的 理论 依据 . 微 
分 中 值 定理 包括 罗 尔 (Rolle) 定 理 、 拉 格 朗 日 (Lagrange) 中 值 定理 , 柯 西 (Cauchy) 中 值 定理 ,它们 有 着 十 
分 密切 的 相互 依存 关系 ,其 中 拉 格 朗 日 中 值 定理 应 用 十 分 广泛 . 


定理 3-1 设防 数 f(x) 满足 : 

(1) 在 闭 区 间 [a,6] 上 连续 ; 

(2) 在 开 区 间 (a,6) 内 可 导 ; 

(3) 端点 函数 值 相等 , 即 f(a) = f(b). 
则 存在 上 6E (a,6), 使 得 f (8) = 0. 

例如 ,函数 f(z) 一 习 一 2z 一 3 一 (z 一 3)(z 十 1) 在 [一 1,3] 上 
连续 , f(x) = 2z 一 2 在 (一 1,3) 存在 , 且 f( 一 1) = f(3) 二 0, 有 &é 
=1[l€(—1,3)],f(8) = f()=2xX1—2=0. 

罗 尔 定理 的 几何 意义 ” 设 曲线 弧 在 [a,b] 上 为 连续 弧 段 , 且 在 
两 端点 处 的 高 度 相等 , 弧 上 除 两 端点 外 ,处 处 都 有 不 垂直 于 轴 的 一 
条 切线 ,那么 弧 上 至 少 有 一 点 处 的 切线 平行 于 x 轴 , 即 了 (86==0， ? 
如 图 3-1 所 示 . 

注意 (1) 罗 尔 定理 的 条 件 是 充分 条 件 ,不 是 必要 条 件 . 图 3-1 

例如 ,函数 f(x) = (z 一 1) ,在 xz€ [0,3] 不 满足 罗 尔 定理 的 条 件 (f(0) 关 f(3)), 但 是 存在 &= 
1E (0,3) 内 ,使 f (8 =0. 

通常 若 不 满足 罗 尔 定理 的 条 件 , 则 罗 尔 定理 的 结论 不 成 立 . 

例如 , f(z) = |z| ,x € [一 1,1] 时 连续 , 且 f( 一 1) = f(1) = 二 1, 但 f(x) = |z| 在 区 间 ( 一 1,1) 内 
存在 不 可 导 点 (不 可 导 点 为 xz 二 0 ). 所 以 ,不 存在 E€ (一 1,1), 使 f (8) =0. 

又 如 , f(z) = zx 在 zx € [0,1] 上 连续 ,导数 f(z) = 3x? 在 (0,1) 内 存在 ,同样 不 存在 4 € (0,1)， 
使 f (8) = 0, 这 是 因为 f(0) = 0 关 1= f(1). 

(2) 罗 尔 定理 研究 的 是 导 函 数 方程 f(x) = 0 的 根 的 存在 性 问题 . 
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二 、 拉 格 朗 日 中 值 定 理 
定理 3-2 如果 函数 f(x) 满足 : 
(1) 在 闭 区 间 [a,5] 上 连续 ; (2) 在 开 区 间 (a,b) 内 可 
导 . 则 至 少 存在 一 点 £ € + 
= 


几何 解释 ”如果 曲线 y = -A 在 除 端点 外 的 每 一 点 都 
有 切线 , 则 曲线 上 至 少 存 在 一 点 C, 曲线 在 该 点 的 切线 平行 于 
两 端点 的 连 线 AB 弦 , 如 图 3-2 所 示 . 

证 明 专 大友 = J(8) 一 fay = FO — f(a 
显然 F(x) 在 [a,b] 上 连续 ,在 (4a,6) 内 有 F(x) = 了 (zx) 一 
LL 存在 , 且 F(a) = F(6) ==0, 由 罗 尔 定理 得 ,至 少 


存在 一 点 &€ (a,6b), 使 





Po = Pr 二 0 1 


一 你 
即 (9) = 9 
注意 (1) 与 罗 尔 定理 相 比 条 件 中 去 掉 了 f(a) = f(2); 
(2) 结论 可 写成 f(68) 一 fla) = 了 (8)(6 一 a). 
例 3-1 一 个 做 直线 运动 的 物体 ,其 路 程 函数 是 f(z), 则 在 时 间 (a,6) 内 的 平均 速度 是 f(&) = 


A(b) 一 fa), 在 一 C 时 刻 的 瞬时 速度 是 /CC). 所 以 , 拉 格 朗 日 中 值 定理 告诉 我 们 ,在 时 间 (a,6) 内 总 


有 一 点 的 瞬时 速度 等 于 这 个 时 间 段 上 的 平均 速度 . 如 一 汽车 2h 内 运动 了 210km, 那 么 在 2h 内 至 少 有 一 
个 时 刻 的 运动 速度 为 105km/h. 

由 拉 格 朗 日 中 值 定理 不 难得 出 以 下 的 推论 . 

推论 3-1 如 果 f(z) 在 区 间 (a,6) 内 恒 为 零 , 则 f(x) 在 (a,6) 内 必 是 一 个 常数 . 

证 明 ”在 区 间 (a,b) 内 任意 取 两 点 x1 ,zs， 由 拉 格 朗 日 中 值 定理 可 得 ,至 少 存 在 一 点 & € (ziyzz)， 
使 flz2) 一 fx) = 了 (和 (zs 一 x1) = 二 0 之 f(zs) = f(zi)，, 由 xi,zz 的 任意 性 可 知 ,函数 f(x) 在 区 间 (a， 
b) 内 恒 为 常数 . 

推论 3-2 若 在 (4a,6) 内 恒 有 了 (zx) = g'(z)，, 则 必 有 f(z) = gCz) 十 C(C 为 任意 常数 ). 

证 明 令 FGCz) = f(z) 一 g(xz), 则 F(z) 在 (a,b) 内 恒 有 

F(z)=[f(r)— g(x)] = f(x)—g (zx)=0 

由 推论 3-1 可 得 F(x) = f(x) 一 g(x) = C, 故 有 f(z) = g(x) 十 C(C 为 任意 常数 ). 


例 3-2 arcsinx 十 arcsinz 一 3 公克 1 





证 明 设 f(x) 二 arcsinx 十 arccosz,xX € [一 1,1j]. 





A 1 1 i ， 人 2 
因为 了 f(z) 一 tl -二 去) 0 一 1<z<<1), 所 以 Fz) = Cze [一 1,1]. 
又 因为 f(0) == arcsin0 十 arccos0 一 和 一 了 * 即 性 所 以 arcsinzx 十 arccosZ 一 i 


例 3-3 证 明 : 当 z > 之 0 时 ,TI 二 <<lIn(1 十 z) < 工 . 


分 析 由 于 xz 之 0, 所 以 原 不 等 式 可 变形 为 , [二 -< PQ 士 写 < 1 


医用 高 等 数学 





存 


证 明 设 f(z) =ln(1 十 DeE[0,z, 则 有 iD) 在 [0,z] 上 连续 ,在 (0,z) 内 有 了 (2) = 二 


在 ,由 拉 格 朗 日 中 值 定理 知 , 存 在 上 E 使 


= 7 ln(1 十 z) 一 lnl 
f(D = = 
即 
1 ln lnl (la) 
1 十 é Zz T 
又 
1 1 
本 本。 
所 以 , 当 z >>0 时 ,了 十- < < ol, 即 T 守 <In(l+z) <z 
三 、 柯 西 中 值 定理 


定理 3-3 设 函 数 f(x) 与 g(x) 满足 : 
(1) 在 闭 区 间 [a,5] 上 连续 ; (2) 在 开 区 间 (a,5b) 内 可 导 , 且 g(x) 关 0. 则 存在 & € (a,5)，, 使 得 


f(D — fla)y fF 
g(b)—g(la) g (8 


【思考 与 讨论 】 


1. 试 举例 说 明 拉 格 朗 日 中 值 定理 的 条 件 缺 一 不 可 . 
2. 证 明 对 函数 > = px? 十 qz 十 应 用 拉 格 朗 日 中 值 定理 时 所 求 得 的 点 总 是 位 于 区 间 的 正中 间 . 


第 二 节 ” 洛 恬 达 法 则 


在 求 极限 时 ,我 们 常常 遇 到 一 些 不 能 运用 四 则 运算 法 则 来 确定 极限 值 的 情景 ,如 当 -> z。( 或 一 
~ ) 时 ,函数 f(z) 与 g(x) 同时 趋 近 于 零 或 无 穷 大 ,此 时 则 不 能 运用 除法 法 则 ,但 其 极限 lim 人 3 可 能 


存在 也 可 能 不 存在 . 例如 lim sinz ,lim 5. 我 们 把 这 种 具有 极限 不 确定 的 类 型 称 为 未 定式 . 本 节 将 介绍 求 
未 定式 极限 的 一 个 有 效 方法 ,这 就 是 洛 必 达 法 则 . 
.或 守 型 未 定式 
定理 3-4( 洛 必 达 法 则 ) ”如 果 函 数 f(x) 与 g(x) 满足 条 件 : 
C1 limf(z) 一 0， limg(z) = 0; 
(2) 在 点 za 的 某 一 去 心 邻 域内 ， 疡 (z),g'(z) 存在 , 且 g'(z) 关 0 
(3) lim Da 存在 (或 为 00). 
则 
lim fz 一 = jini 


rz BXT) zm 8 (TX) 
证 明 由 于 lim 人 存在 与 否 与 本 数 (x), g(x) 在 点 zs 的 状态 无 关 ,及 limf(z) 一 0 limg(z) 一 0， 
因此 不 妨 设 f(xo) == 0, g(x) ==0. 


对 位 于 Xo 附近 的 ， 不 妨 设 To < Ty 则 fx), g(x) 满足 :在 闭 区 间 Lzxo 区 | 上 连续 ,在 开 区 间 (Xo, 
Z) 内 可 导 , 且 g(x) 关 0. 由 柯 西 中 值 定理 ,存在 4 € (zxo ,zx)，, 使 得 
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f(z2) _ f(z) — f(zo) -8 





g(x) g(x)— g(xo) (6 
WA f= fan) -mn 8 — lim D2. 
0 g(Cz) 一 5(Czo) (© zo (xz) 


解 这 是 型 未 定式 ,满足 定理 3-4 的 条 件 ,所 以 








2 一 1 (zx: — 1) By 
er i 
例 3-5 求 极限 lim 和 
工 >0 
解 ”这 是 6 型 未 定式 ,满足 定理 3-4 的 条 件 ,所 以 
im 和音 一 人 ~ lm te 一 oo 
rz>0 工 rr*0 27 


如 果 极限 lim 42》 仍然 是 9 型 的 ,函数 (x) ,g(x) 满足 定理 中 对 f(x)，g(z) 的 要 求 , 则 可 以 
继续 利用 洛 必 达 法 则 , 即 有 


lim f(z) 一 lim fz) lim f(x) “0 


0 ECZ) zz0 8 (zx) Tez0 加 《元 ) 


表明 在 同一 题 中 可 以 多 次 的 使 用 洛 必 达 法 则 . 
例 3-6 求 lim 和 


一 SINX 
解 ” 此 题 是 5 型 的 未 定式 极限 ,满足 定理 3-4 的 条 件 ,所 以 
ez 一 6 


St i on ~ 人 . 
lim 一 一 一 和 = lim 工 一 lim -一 一 一 一 lim 
rz*0 并 一 SinZ 0 1—coszr zr0 SinZ r*0 COSX 





说 明 “本题 连续 用 了 三 次 定理 3-4, 得 到 lim 所 一 e ,已 不 再 是 0 型 的 未 定式 极限 ,利用 已 学 过 的 
知识 解 之 即 可 . 

对 于 z 的 其 他 变化 趋势 (z -> 00,z 一 十 oo,z 一 00,z 一 戏 , 一 看 ) 时 的 六 型 未 定式 的 极限 ,上 
述 定理 仍然 成 立 . 





下 一 arctanz 


例 3-7 求 极限 lim 全 一. 


Sin 一 
ZX 


解 这 是 了 型 未 定式 ,根据 洛 必 达 法 则 ,得 


T arctanz sa Ey 
; 2 二 机 1 十 妇 2 | zx 1 孙 
lim 一 一 一 一 一 二 lim 一 -一 lim i 
SI = CoSs— COS 
论 I 


到 目前 为 止 , 求 5 型 的 极限 除了 可 以 用 等 价 无 穷 小 外 ,还 可 用 洛 必 达 法 则 ,但 具体 用 哪 一 种 方法 , 视 
具体 情形 而 定 . 
例如 , 求 lim tanz 二 Snz， 


利用 等 价 无 穷 小 ,有 
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s ‘tanz—=sinz i, tanz(l=ce0osr) 1: tanzi 1 一 cos 却 _ 
im li 2 “一 5 
z>0 这 0 y zr0 TX rw0 范 rz0 元 re0 x 色 


利用 洛 必 达 法 则 ,有 





1i tanxz— sinz 1 Secz2 莹 一 coOSZ li 2sec2ztanz 十 Sinz 
im 一 一 一 一 lm im 
0 元 ze0 3 并 0 6 并 
和 2sect 并 十 4seczztan2 工 十 cosx 
Tx*0 
二 邮 
多 


定理 3-4 对 于 云 未 定式 , 即 lim f(x) 一 c 且 limg(z) 一 co 同样 成 立 
例 3-8 求 极限 lim lim za > 0). 


解 ”这 是 过 型 未 定式 ,满足 定理 3-5 的 条 件 , 所 以 








例 3-9 求 极 限 lim he lncotz 


lInx 


解 ” 这 是 2 型 未 定式 ,满足 定理 3-5 的 条 件 ,所 以 





_ cscx 
.lncotz _ i cotz _ 1 er 
lim 一 一 lim = lim 一 一 一 一 一 一 1 
zt lnz re wot SinXCOST 
i 


注意 (1) 每 次 使 用 洛 必 达 法 则 前 ,应 检验 是 否 为 0 型 或 2 型 未 定式 , 若 不 是 这 种 未 定式 ,就 不 能 
使 用 .如 lim Smz = lim (十. sinz) 一 0 (有 界 变 量 与 无 穷 小 量 的 积 仍 是 无 穷 小 量 ). 若 用 洛 必 达 法 则 ， 
lim Snz 一 lim cq ， 此 极限 不 存在 . 其 原因 是 它 不 是 9 型 或 型 ,不 能 用 洛 必 达 法 则 . 


工 ，CO 


(2) 洛 必 达 法 则 的 条 件 是 充分 的 ,并 非 是 必要 的 ， 因此 洛 必 达 法 则 有 时 拓 多 但 洛 必 达 法 则 失效 时 极 
限 仍 可 能 存在 . 如 求 极限 lim 所 二 6 二 ,虽然 初 看 是 2 型 ,但 若 使 用 罗 必 达 法 则 ,将 会 出 现 死 循环 : 























2 ez 十 ez ee (ez 十 ez) ez 一 一 
Dm i Te 一 ez) -ly 十 e= 
(er 一 ez)”  ,. ee 
dim, CFesy) ne 
但 此 极限 是 存在 的 ,我 们 可 用 以 下 方法 求 得 . 
例 3-10 求 极限 lim 人 十. 
te 一 
解 ” 本 极限 可 用 以 下 两 种 方法 解决 
.er 十 er ES ily. 2 ezz 。(2z) 
| din (2z) 
或 
.Fe™ _ 1 le 1 二 0 __ 
J mT! 


这 也 说 明 洛 必 达 法 则 虽然 能 解决 一 些 极 限 问 题 ,但 不 是 万 能 的 . 


本 





二 、 其 他 类 型 的 未 定式 
未 定式 除 型 与 2 型 外 ,还 有 0。co, co 土 co, 1”, oo, 0° 等 类 型 ,对 于 这 五 种 未 定式 ,关键 是 将 其 


转化 成 呈 型 或 于 型 未 定式 后 用 洛 必 达 法 则 求 极限 
1. 0 co 型 未 定式 
转化 步 双 0. cc 一 二 .co, 或 0.co=>0.T. 
例 3-11 求 极限 im (zlnz) 


解 ” 所 求 极限 为 0. oo 型 未 定式 ,我 们 将 其 转化 为 二 型 计算 





必 达 法 则 -1 
3 ( 守 型 | 全 一 人 lim -二 一 = = limzxz=0 


转化 ，. 
lim zlnz 一 一 lim 
t+ ot reo+ 化 六 0 


例 3-12 求 极限 Jimz er 
解 ”所 求 极限 为 0. oo 型 未 定式 ,我 们 将 其 转化 为 型 计算 ， 


说 明 将 0. oo 型 未 定式 转化 为 9 型 或 2 型 未 定式 的 过 程 中 ,一 般 的 原则 是 分 子 、 分 母 求 导 较 简 


单 , 比 较 方便 使 用 洛 必 达 法 则 . 
2， co 土 co 型 未 定式 


二 
转化 步骤 土 ce 


解 ” 这 是 co 士 =o 型 未 定式 , 作 通 分 变形 ,将 其 转化 为 型 未 定式 . 


(= 1) 时 十 1 (了 型) 


lim 


一 了 也 a (re—IMor (0 
1 
洛 必 达 法 则 ,ln 十 ZT。 二 一 1 整理 ln 0 
ee 
并 
洛 必 达 法 则 lim 1 
#1 gg 十 充 pe 


3. 0 ,1” ,co" 型 未 定式 


0° 0» ln0 
取 对 数 0 6 
转化 步骤 1” 包 | .lnl=>0 。 oo=> 或 过. 
eel 0 。lnco 
例 3-14 求 极限 limx”. 
解 ”这 是 0" 型 未 定式 , 作 恒 等 变形 ,将 其 化 为 0。ce 型 未 定式 : 


形 这 lim zlnz 
lime™” 一 er (0。oo 型) 
st 








limz” 
EO 


1 
转化 于 EE 型 省 必 达 法 则 
CO 


€ z=0t 


有 医用 高 等 数学 














六 时 i 
例 3-15 求 极限 limz™. 
解 ” 这 是 1~ 型 未 定式 . 
1 
看 每 亦 形 这 7 本 
limzS lime™ 一 ef (0 .oo 型 ) 
痢 

转化 和 (3 型 ) 洛 必 达 法 则 本 

整理 ”im +) ee 

-一 一 一 - ez1 一 Ge 
例 3-16 求 极限 lim (cotz) 疡 . 

m0 
解 ” 这 是 co" 型 未 定式 . 
百人 等 恋 形 让 lim (Incotz 
fim (ot) EE jn i 00, 00M) 
z=0t 工人 0 
wk 
。 ncotz Mp ; bs sin2z 
转化 “me fe 型 洛 必 达 法 则 mm 
CO 

【思考 与 讨论 了 


设 lim £2 是 未 定式 极限 ,如 果 im 不 存在 ,是 否 in 的 极限 也 一 定 不 存在 ?举例 说 明 . 


第 三 凶 


一 、 子 数 的 单调 性 的 判定 


函数 的 单调 性 与 曲线 的 四 凸 性 


对 于 函数 的 单调 性 ,除了 用 单调 的 定义 或 函数 的 图 像 判 定 外 ,还 可 以 利用 导数 来 进行 研究 . 


Go)>0 
图 3-3 





由 图 3-3 可 看 出 ,如 果 函 数 y = f(z) 在 区 间 (a,5) 上 单调 递 
增 ,那么 它 的 图 像 是 一 条 沿 z 轴 正 向 上 升 的 曲线 ,这 条 曲线 上 各 点 
切线 的 倾斜 角 都 是 锐角 ,所 以 有 斜率 六 (zx) > 0. 同样 ,由 图 3-4 可 
看 出 ,如 果 函 数 > = f(x) 在 区 间 (a,5) 上 单调 递减 ,那么 它 的 图 像 
是 一 条 沿 z 轴 正 向 下 降 的 曲线 ,这 条 曲线 上 各 点 切线 的 倾斜 角 都 
是 钝 角 , 所 以 其 斜率 f(x) 二 0. 

从 以 上 的 直观 分 析 告 诉 我 们 ,可 以 利用 导数 的 正 负 来 判断 函 
数 的 单调 性 . 


定理 3-5 设 函 数 y = f(z) 在 [a,b] 上 连续 ,在 (4a,65) 内 可 导 , 若 

(1) 在 (4a,6) 内 了 (xz) >0, 则 函数 y= 二 f(z) 在 (a,6b) 内 单调 递增 ; 

(2) 在 《a,b) 内 了 (zx) 二 0, 则 函数 y= f(z) 在 (4a,5) 内 单 
调 递 减 . 

证 明 在 (a,65) 上 任 取 两 点 m ,zz, 且 zi 过 xs, 由 拉 格 朗 
日 中 值 定理 得 

fxs) — Fr) Ea f (xs — Zz1) (ZX1 过 Ey 
因为 在 (4a,5) 内 PCz) >0, 所 以 广 (9 >0, 且 字 一 zi 之 0, 则 
有 
fz) — fr) = fOr mx) >0 


A 





(<0 


图 3-4 
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即 
f(z > f(a) 

故此 ,函数 y = f(z) 在 (a,p) 内 单调 递增 . 

同 理 , 若 在 (4a,6) 内 了 (zx) 二 0, 那么 (和 二 0, 于 是 f(zz) 一 f(x) 二 0, 即 f(zz) 二 f(zi), 故此 ， 
函数 > 二 f(x) 在 (a,b) 内 单调 递减 . 

注意 (1) 如 果 这 个 定理 中 的 开 区 间 换 成 其 他 各 种 区 间 ( 包 括 无 穷 区 间 ), 则 结论 也 成 立 . 

(2) 区 间 内 个 别 点 导数 为 零 , 不 影响 区 间 的 单调 性 . 如 寡 函 数 y = zi 的 导数 y = 3z,y|- -= 一 0， 
但 在 (一 ,十 co) 上 函数 y 二 zx? 单调 递增 . 

(3) 如 果 函 数 > = f(z) 在 区 间 工 上 单调 , 则 称 区 间 了 为 单调 区 间 . 

例 3-17 讨论 f(x) = 2z3 一 9z? 十 12z 一 3 的 单调 性 ,确定 单调 区 间 . 

解 f(z) 在 (一 co, 十 co) 上 有 定义 , 且 f(x) = 6z2 一 18z 十 12 一 6(z 一 1)(z 一 2)， 令 PCz) = 
0, 求 得 zi = 二 1, zs = 二 2. 故 当 zx 过 1 时 , 了 (zx) 之 0，FCz) 单调 增加 ; 当 1 二 zx 二 2 时 , f(z) 二 0, f(z) 
单调 增加 ; 当 z 二 2 时 , 六 (x) > 0, f(x) 单调 增加 . 

为 了 书写 表达 简便 , 常 采用 列表 法 ( 表 3-1): 











表 3-1 
工 (一 co,1) 1 (1,2) 2 (2, 十 co) 
f(z) + 0 一 0 十 
f(z) 六 Nn 六 


该 函数 的 图 像 如 图 3-5 所 示 . 
注意 到 ,此 例 中 导数 等 于 零 的 点 z= 二 1,z 二 2 均 为 单 
调 区 间 的 分 界 点 . 
例 3-18 求 函 数 f(x) = 2 一 (zx? 一 1)4 的 单调 区 间 . 
解 ”f(z) 二 2 一 (zz 一 1)4 的 定义 域 为 (一 oo, 十 oo), 且 
f (2) =— Cx 1 一 和 


并 
V 亚 一 工 

令 jz) =0, 得 z=0; 而 f(x) 有 两 个 导数 不 存在 的 
点 ; 工 == 土 1. 用 z== 土 ] 及 xz 二 0 将 其 定义 域 ( 一 00, 十 oo) 
划分 为 以 下 的 子 区 间 , 并 在 各 子 区 间 内 讨论 六 (z) 的 符号 ， 
见 表 3-2: 








表 3-2 
x (一 co, 一 1) 一 1 (一 1,0) 0 (0,1) nL (1, 十 co) 
f(z) 十 不 存在 二 0 十 不 存在 E 
f(z) pa 六 更 RR 


因此 ,函数 f(x) = 2 一 (zx? 一 1)# 在 区 间 (一 oo, 一 1) 和 (0,1) 内 单调 递增 ,在 区 间 (一 1,0) 和 (1， 
十 co) 内 单调 递减 . 

注意 (1) 使 得 了 (zx) = 0 的 点 称 为 函数 f(x) 的 驻 点 ; 

(2) 单调 区 间 的 分 界 点 常常 产生 于 函数 的 驻 点 以 及 导数 不 存在 的 点 . 

综 上 , 求 函数 单调 区 间 的 步骤 : 

(1) 确定 函数 的 定义 域 ; 

(2) 求 出 函数 的 驻 点 以 及 导数 不 存在 的 点 ,用 这 些 点 把 定义 域 分 成 若干 个 子 区 间 ; 

(3) 判断 在 这 些 子 区 间 内 f(z) 的 符号 ,从 而 确定 函数 单调 区 间 . 

例 3-19 求 函 数 f(x) = (zx 一 2)? (xz 十 1)3 的 单调 区 间 . 

解 (1) 定义 域 为 (一 co, 十 co); 





医用 高 等 数学 





(2) 求 驻 点 以 及 导数 不 存在 的 点 : 
f(z) = 2(z 一 2)(z 十 1) 玉 十 生 (z 一 2)2(z 十 1 二 一 2 一 20(4z 


3(z+1)3 
驻 点 为 一 2, 了 一 一 芋 ， 不 可 导 点 之 一 一 1 ， 
(3) 列表 如 表 3-3: 
表 3-3 
ee 2 (b= 要 | 2 (一 二 ,2) 2 (2, 十 co) 
f(z) = 不 存在 + 0 a 和 
f(z) 3 了 


因此 ,函数 f(z) 一 (z 一 2)2(z 十 1) 二 在 区 间 (一 1, 一 于) 和 (2, 十 co) 内 单调 递增 ,在 区 间 (一 co， 
一 1) 和 (一 十 ,2) 内 单调 递 碱 

根据 函数 的 单调 性 还 可 以 证 明 一 些 不 等 式 . 

例 3-20 试 证 : 当 z 之 0 时 ,z>ln(1 十 z) 成 立 . 


» » Ni Ns EA by 
证 明 设 F(z) = 二 zx 一 ln(1 十 z), 则 了 (zx) i 


因为 f(z) 在 [0, 十 ce) 内 连续 , 且 在 (0, 十 ce) 内 可 导 , 了 (x) 之 0, 所 以 f(z) 在 (0, 十 ce) 内 单调 
递增 ,又 因为 f(0) = 0, 因此 , 当 z 过 0 时 ,zz 一 In(1 十 z) 盖 0, 即 工 之 ln(1 十 Z). 


二 、 曲 线 的 凹凸 性 与 扬 点 


在 研究 曲线 的 形态 时 ,除了 要 知道 它 是 上 升 还 是 下 降 外 ,还 需 了 解 曲线 在 上 升 或 下 降 过 程 中 往 哪 个 
方向 弯曲 . 本 节 将 介绍 曲线 的 四 凸 性 与 拐点 . 
1. 曲线 凹凸 及 拐点 的 定义 
定义 3-1 设 函 数 f(z) 在 区 间 (a,6b) 内 连续 ,对 任意 的 zijizs E 《a,b), 如 果 
Zi Fs 了 zi) + f(x) 
i 2 


称 曲线 y = f(x) 为 凸 曲线 (图 3-6) , 称 (a,p) 为 凸 区 间 ; 如 果 
1 十 zz\ _ yzi) 十 7FCzz) 
Fs ee j=< 时 


称 曲线 = f(z) 为 四 曲线 (图 3-7) , 称 (a,b) 为 四 区 间 . 






a | fr) 
/ 潮 
fx Hfly) 
2 XI 
人 
3-6 图 3-7 


2. 曲线 凹凸 性 的 判定 ”从 几何 角度 观察 ,在 凸 曲线 上 ,过 任意 两 点 的 割 线 总 在 该 曲线 的 下 方 ; 在 凹 曲 
线 上 ,过 任意 两 点 的 割 线 总 在 该 曲线 的 上 方 ;并 且 不 难 观察 到 ,在 凸 曲线 上 ,对 应 点 的 切线 的 斜率 是 随 工 
值 的 增 大 而 减 小 的 ,而 在 四 曲线 上 ,对 应 点 的 切线 的 斜率 是 随 z 值 的 增 大 而 增加 的 . 

观察 图 3-8, 函数 > = f(x) 对 应 的 曲线 是 四 曲线 , 目 f(x) 递增 ,所 以 y > 0; 再 观察 图 3-9, 函数 
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y = f(z) 对 应 的 曲线 是 凸 曲线 , 且 f(z) 递减 ,所 以 y 二 0. 
由 此 ,我 们 可 得 到 以 下 关于 曲线 止 凸 性 的 判定 定理 . 
定理 3-6 设 函 数 f(x) 在 区 间 [a,5]. 上 连续 ,在 (a,b) 内 二 阶 可 导 , 对 任意 的 x € (a,b)， 
(1) 车 了 (xz) 之 0, 则 对 应 的 曲线 y = f(z) 为 上 四 曲线 ; 
(2) 车 了 (zx) 二 0, 则 对 应 的 曲线 y = f(z) 为 凸 曲线 . 





广 () 递 增 y>0 了 (9) 递减 y<0 
图 3-8 


例 3-21 判断 曲线 > = zx 的 四 凸 性 . 

解 ”因为 多 三 3z2 ,光一 6z, 当 z 二 0 时 , 二 0, 所 
以 ,曲线 为 凸 的 ; 当 工 之 0 时 , y 之 0, 所 以 ,曲线 为 四 的 . 
y 三 x; 的 图 像 如 图 3-10 所 示 . 

3. 曲线 的 止 凸 区 间 、 拐 点 及 其 求法 “一般 地 ,在 连续 
曲线 y = f(x) 的 定义 域内 , 除 有 限 个 点 处 了 (x) = 0 或 
矿 (z) 不 存在 外 , 若 在 其 余 各 点 处 的 二 阶 了 (zx) 均 为 正 
(或 负 ) 时 , 则 曲线 y = f(x) 在 这 个 区 间 段 上 为 四 (或 西 ) 
的 ,这 个 区 间 就 是 曲线 >= f(x) 的 止 区 间 ( 或 凸 区 间 ). 否 
则 就 以 这 些 分 界 点 把 定义 域 分 成 若干 个 子 区 间 , 然后 在 图 3-10 
这 些 子 区 间 上 讨论 了 六 (zx) 的 符号 ,确定 曲线 y = f(x) 的 凹凸 性 . 

定义 3-2 ”连续 曲线 上 目的 曲线 弧 与 凸 的 曲线 弧 的 分 界 点 称 为 曲线 的 拐点 . 

注意 拐点 是 指 曲线 上 的 点 , 故 应 写 为 (xo ,f(zxo)); 而 不 能 称 拐点 为 zo. 

由 定义 知 例 3-21 中 ,点 (0,0) 就 是 曲线 y = zi 的 拐点 . 从 上 面 的 定理 3-6 知道 ,由 了 (zx) 的 符号 可 判 
定 曲线 的 四 凸 性 ,因此 ,车 了 (zx) 在 点 zo 左右 两 侧 邻 近 异 号 , 则 点 (zo ,f(zo)) 就 是 曲线 的 一 个 拐点 . 所 
以 ,要 寻找 曲线 的 拐点 ,只 要 找 出 六 (zx) 符号 发 生变 化 的 分 界 点 即 可 . 如 果 y = f(zx) 在 区 间 (a,b) 内 具 
有 二 阶 连续 导数 , 则 这 样 的 分 界 点 处 必然 有 了 (zx) = 0. 

除 此 以 外 ,了 产 (z) 不 存在 的 点 也 有 可 能 是 了 (zx) 的 符号 发 生变 化 的 分 界 点 . 

综 上 所 述 ,我 们 可 以 按 以 下 的 步骤 判断 曲线 的 上 四 凸 性 及 求 拐点 : 

(1) 确定 函数 的 定义 域 ,计算 二 阶 导 数 f(z); 

(2) 求 出 二 阶 导数 了 (x) = 0 及 六 (zx) 不 存在 的 点 ; 

(3) 用 这 些 点 把 定义 域 分 成 若干 个 子 区 间 , 讨 论 上 述 各 点 两 侧 六 (zx) 的 符号 ,确定 曲线 的 凹凸 区 间 
(列表 讨论 ) 及 拐点 . 

例 3-22 求 曲线 y == (x 一 1)zxs 的 四 凸 区 间 以 及 拐点 . 

解 ” 此 函数 的 定义 域 (一 <, 十 ce). 

因为 y== 沾 一 xz, 所 以 y = 3 一 全 i = + Sr = 0 ' 令 六 二 0, 得 z 





一 一 计 ; 不 存在 的 点 为 z 一 0. 





医用 高 等 数学 
用 这 些 点 把 定义 域 分 成 以 下 的 子 区 间 , 并 在 各 区 间 段 上 讨论 其 四 凸 性 ,如 下 表 3-4: 











表 3-4 
Si 了 (- 言 0) 9 Ten) 
y 3 0 十 不 存在 于 
曲线 y 凸 四 叫 
因此 ,该 函数 的 西区 间 是 (一 oo, 一 十), 四 区 间 是 (一 二 ,十 ce) ,拐点 为 (一 二 ,一 上 (一 十) ) 


例 3-23 问 曲线 y == 是 否 有 拐点 ? 

解 因为 y = 4z;, 二 12z?, 当 z= 二 0 时 , y =0. 但 无 论 z>0 还 是 z<0, 均 有 y 之 0, 因此 
(0,0) 不 是 这 曲线 的 拐点 . 曲线 y = x* 没有 拐点 ( 整 条 曲线 是 止 的 ). 

注意 ”补充 定理 (判别 止 凸 的 第 二 充分 条 件 ) : 

车 函数 y = f(z) 在 点 zo 的 某 邻 域内 三 阶 导数 存在 , 且 了 (xo) = 二 0, 挛 (zo) 天 0, 则 (zo,FGzo)) 是 
曲线 的 拐点 . 

例 3-24 在 zE[L0,2r] 范 围 上 , 求 曲线 > 二 sinz 十 cosz 的 拐点 . 


解 y =cosz 一 sinz, y 一 一 sinz 一 cosz, WY =— cosz sinx, 
仿 儿 一 0 .得 一 3， 一代 3r 一 Zr 
记 0, 得 工 4 2 | 师 郑 0, 了 P( 闯 ) 2220, 


所 以 ,在 =E [0,2x] 范 围 上 ,曲线 的 拐点 是 (至 ,0) ,( 至,0)， 


【思考 与 讨论 】 
1. 判定 函数 f(x) == xz 十 coszx(0 声 z 志 27) 的 单调 性 . 
2. 确定 下 列 函 数 的 单调 区 间 : 


(1 y= 2 — 02 — 182—7, C2) y= 下 


第 四 节 ”函数 的 极 值 与 最 值 


一 、 函 数 的 极 值 及 其 求法 


1. 函数 极 值 的 定义 ”我 们 先 来 观察 一 下 图 3-11 , 函数 > = f(x) 在 zz ,zs 的 函数 值 fCzs)，FCzs) 比 
它们 左右 邻近 点 的 函数 值 都 大 ,而 在 xi ,zi ,ze 的 函数 值 f(z1) ， f(z4s), f(zxs) 比 它们 左右 邻近 点 的 函数 
值 都 小 . 对 于 具有 这 种 性 质 的 点 和 对 应 的 函数 值 , 我 们 给 出 如 下 定义 . 

定义 3-3 设 函 数 f(z) 在 xo 点 及 其 附近 有 定义 ,对 于 xo 附近 的 任意 z, 若 总 有 f(z) > f(zo)，, 称 
f(zo) 为 函数 的 极 小 值 , zo 为 极 小 值 点 ;车 总 有 fz) 二 f(zo)，, 称 flzxo) 为 函数 的 极 大 值 , zo 为 极 大 值 点 . 

极 大 \ 极 小 值 统称 为 极 值 ; 极 大 值 点 与 极 小 值 点 统称 为 极 值 点 . 

例如 ,在 图 3-11 中 f(x:), f(zs) 是 函数 f(x) 的 极 大 值 , x; ,zs 是 函数 f(x) 的 极 大 值 点 ; f(z1)， 
f(zs)， f(zs) 是 函数 f(x) 的 极 小 值 , zi ,zi ,zs 是 函数 f(x) 的 极 小 值 点 . 





| 第 三 章 ” 导数 的 应 用 





关于 函数 极 值 的 几 点 说 明 : 

(1) 极 值 是 局 部 的 概念 ,也 就 是 说 , 若 f(zxo) 是 函数 的 一 个 极 大 值 , 那 只 是 就 极 大 值 点 zo 附近 的 一 个 
局 部 范围 来 说 的 ,在 函数 的 整个 定义 域 中 , 它 不 一 定 是 最 大 值 ,如 图 3-11 所 示 , 函数 f(x) 在 La,b6] 上 的 
最 大 值 是 fC0)s 而 不 是 | 或 fxs). 关于 极 小 值 也 类 似 . 

(2) 对 同一 个 函数 而 言 , 极 大 值 不 一 定 大 于 极 小 值 . 如 图 3-11 中 , 极 小 值 f(xe) 比 极 大 值 fx;) 
还 大 . 

(3) 函数 的 极 值 一 定 出 现在 区 间 的 内 部 ,在 区 间 端 点 处 不 能 取得 极 值 ; 而 函数 的 最 大 值 、. 最 小 值 ( 统 
称 最 值 ) 可 能 出 现在 区 间 的 内 部 ,也 可 能 在 区 间 的 端点 处 取得 . 

2. 函数 的 极 值 的 判定 与 求解 ”由 图 3-11 看 到 ,在 函数 取得 极 值 处 ,曲线 的 切线 是 水 平 的 , 即 在 极 值 
点 处 函数 的 导数 为 零 ;反之 ,曲线 上 有 水 平 切 线 的 地 方 , 即 在 使 导数 为 零 的 点 处 函数 不 一 定 取得 极 值 . 例 
如 ,在 xz = zs 时 ,曲线 虽 有 水 平 的 切线 , 即 此 时 (zs)== 0, 但 f(zxs) 并 不 是 极 值 . 

定理 3-7( 极 值 存在 的 必要 条 件 ) 若 函 数 y = f(z) 在 点 z 可 导 , 并 且 取 得 极 值 , 则 广 (zo) = 0. 

注意 (1) 可 导 函 数 的 极 值 点 一 定 是 驻 点 ;反之 ,函数 的 驻 点 不 一 定 是 极 值 点 .如 y= zx?,y 一 3z?， 
Z 一 0 是 驻 点 ,但 不 是 极 值 点 ， 

(2) 车 函数 f(x) 在 xz。 有 定义 ,但 在 zo 不 可 导 , 即 (zo) 不 存在 , zo 也 可 能 是 极 值 点 . 如 f(x) = 
|z| ,在 zx 二 0 点 不 可 导 , 但 从 图 形 上 可 知 , z = 0 是 极 小 值 点 ; 

(3) 对 于 函数 f(x) 而 言 ,通常 极 值 点 产生 于 驻 点 和 导数 不 存在 的 点 . 

定理 3-8( 判 别 极 值 的 第 一 充分 条 件 ) 设 函 数 f(z) 在 zo 的 附近 可 导 , 且 了 (xo) = 0, 对 zo 附近 的 
任意 x， 

(1) 车 z 过 zo 时 , 了 (zx) 二 0; 之 zo 时 , 了 (zx) 二 0, 则 函数 f(z) 在 zx 处 取得 极 大 值 ; 

(2) 若 z 过 zo 时 , 了 (xz) 二 0; 工 之 zo 时 , 了 (xz) >0, 则 函数 f(z) 在 zo 处 取得 极 小 值 ; 

(3) 如 果 在 点 z 的 两 人 出, (zx) 保持 同 号 , 则 f(x) 单调 , zo 非 极 值 点 . 

如 图 3-12 所 示 , 当 z 逐渐 递增 地 经 过 zo 时 ,车 (zx) 的 符号 由 正 变 负 , 则 函数 f(z) 在 zo 处 取得 极 
大 值 ;又 如 图 3-13 所 示 , 当 z 逐渐 递增 地 经 过 zo 时 ,车 (zx) 的 符号 由 负 变 正 , 则 函数 f(x) 在 zxo 处 取得 
极 小 值 . 

注意 , 当 z 逐渐 递增 地 经 过 zo 时 , 若 了 (x) 的 符号 没有 改变 ,如 图 3-14 与 图 3-15 所 示 , 则 函数 f(x) 
在 zo 处 没有 极 值 . 





图 3-13 图 3-15 


利用 第 一 充分 条 件 求 极 值 的 步骤 如 下 : 

(1) 确定 函数 f(x) 的 定义 域 , 求 出 导 函 数 f(z); 

(2) 求 出 函数 f(z) 的 所 有 驻 点 ( 了 (x) = 0 的 点 ) 及 所 有 了 (zx) 不 存在 的 点 ; 

(3) 用 驻 点 和 导数 不 存在 的 点 把 函数 的 定义 域 划 分 为 若干 的 子 区 间 ,考察 各 子 区 间 内 f(zx) 的 符号 
(列表 ) ,利用 定理 3-8 确定 是 否 极 值 点 ; 

(4) 求 出 各 极 值 点 的 函数 值 , 即 得 函数 f(x) 的 全 部 极 值 . 

例 3-25 求 函 数 f(x) = x 一 3z? 一 9z 十 5 的 极 值 . 

解 ” 该 函数 的 定义 域 : (一 co, 十 oo), 且 (zx) = 3zx? 一 6x 一 9 二 3(z 十 1)(z 一 3). 
令 y = 二 0, 驻 点 : z= 二 一 1, x 二 3 (没有 yy 不 存在 的 点 ). 列表 如 下 表 3-5: 
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表 3-5 
f(z) 十 0 一 0 十 
fz) pa 10 Ns 一 22 


根据 第 一 充分 条 件 , 极 大 值 点 x = 一 1, 极 大 值 
fC 一 1) = 10; 极 小 值 点 xz == 3, 极 小 值 f(3) = 一 22. 
函数 f(z) = 二 一 3Z 一 9z 十 5 的 图 像 如 图 3-16 所 示 . 

例 3-26 求 函数 f(x) = (zx 一 2)*(z 十 1) 了 的 
极 值 . 

解 ” 该 函数 的 定义 域 : (一 co, 十 ce). 因为 


_ 2(z—2)(4r+1) 
gr 丰 FL 


令 PCz) = 二 0, 驻 点 工 一 2， 一 十 ; 六 (z) 不 存在 的 点 : z = 一 1. 列表 如 下 表 3-6: 





图 3-16 





Fl = 
3 





表 3-6 
志 Cay = | (-1, 一 十 ) 一 地 (- 诗 ,2) 2 (2, 十 ce) 
f(r) 一 不 存在 村 0 一 十 
flz) RN 区 六 


所 以 , 极 小 值 : f( 一 1) = 0,f(2) = 0; 极 大 值 : f( 二 计 )= {SY Ey 


当 函 数 f(x) 在 驻 点 处 的 二 阶 导数 存在 且 不 为 零 时 ,可 以 考虑 利用 驻 点 的 二 阶 导数 六 (z) 判定 f(z) 
在 驻 点 处 取得 极 大 值 还 是 极 小 值 . 

定理 3-9( 判 别 极 值 的 第 二 充分 条 件 ) 设 函 数 y 
-3 f(z) 在 zo 点 二 阶 可 导 , 且 f (zo0) 一 0， 车 (zo) 
了 闫 0, 则 zo 是 极 值 点 , 且 

(1) 六 (zo) >0 时 ，zo 是 极 小 值 点 ; 

(2) 了 (zo) 二 0 时 , zo 是 极 大 值 点 . 

例 3-27 求 函数 f(x)== 夏 十 3z 一 24x 一 20 的 极 值 . 

解 因为 f(x) = 3z 十 6z 一 24 = 二 3(z 十 4)(z 一 
2) , 令 F(z) = 二 0, 得 驻 点 zi 一 一 4,z 二 2, 又 因为 了 (2) 
二 6x 十 6, 了 (一 4) = 一 18 二 0, 故 了 (一 4) = 60 是 极 大 
值 . (2) = 18 > 0, 故 f(2) = 一 48 是 极 小 值 . 
函数 f(x) = x 十 3x? 一 24z 一 20 的 图 像 如 图 3-17 所 3.17 
A 修 。 

注意 (1) 只 有 二 阶 导数 (zx) 存在 , 且 在 驻 点 xo 处 (zo) 冯 0 才 运用 定理 3-9 中 的 判别 法 . 如 果 
了 (zo) ==0, 定理 3-9 就 失效 .如 户 (z) = 一 zx ,fo(z) 二 zx,f3(z) = 二 x, 虽然 都 满足 (0) 二 0,f(0)= 
0, 但 在 z= 二 0 处 , i(zx) = 一 z+ 有 极 大 值 , f(x) == zx* 有 极 小 值 , f;(x) 一 空 没 有 极 值 .所 以 ,者 函数 在 
驻 点 处 的 二 阶 导数 为 零 , 则 还 需 用 第 一 充分 条 件 来 判定 . 

(2) 使 用 定理 3-9 时 ,一 般 要 求 二 阶 导数 的 计算 相对 较为 容易 . 

(3) 对 于 二 阶 导 数 六 (zx) 不 存在 的 点 ,只 能 用 第 一 充分 条 件 进行 判别 . 

例 3-28 设 函 数 f(z) = (zx 一 5)3, 求 函数 的 极 值 . 


解 了 (z) 一 全 (z 一 5)， 驻 点 为 :一 5; 了 (zx) 一 分 (x 一 5) 了 在 z 一 5 不 存在 ,因此 必须 改 用 





第 一 充分 条 件 判别 ( 表 3-7) : 





表 3-7 
琶 (一 coy5) 5 (5, 十 ce) 
f(z) 闭 
f(x) 六 0 A 


所 以 = 5 是 极 小 值 点 , 极 小 值 为 (5) 二 0. 
二 、 最 大 值 与 最 小 值 问 题 


1. 函数 的 最 大 值 与 最 小 值 的 定义 及 判定 ”在 工农 业 生 产 、 工 程 技 术 和 各 种 经 济 活动 中 ,往往 会 遇 到 
在 一 定 条 件 下 ,怎样 使 “产品 最 多 ”“ 用 料 最 省 ”“ 成 本 最 低 >“ 利 润 最 大 ?等 问题 ,要 解决 这 类 问题 ,在 数 
学 上 归结 为 求 某 一 函数 的 最 大 值 或 最 小 值 问 题 . 

定义 3-4 已 知 闭 区 间 [a,6] 上 的 连续 函数 f(x)，, 若 存在 某 一 点 zxo (xo E [a,6]), 对 于 任意 zx(x € 
La,6]), 
(1) 车 f(zxo) 宇 f(z)，, 则 称 f(zo) 为 函数 f(z) 在 闭 区 间 [a,b5] 上 的 最 大 值 , 称 zo 为 函数 f(z) 在 闭 
区 间 La,65」] 上 的 最 大 值 点 ; 
(2) 若 fxzo) 委 Frz)， 则 称 f(zo) 为 函数 f(z) 在 闭 区 间 [a,o] 上 的 最 小 值 , 称 zo 为 函数 f(x) 在 闭 
区 间 [a,6] 上 的 最 小 值 点 . 

最 大 值 和 最 小 值 统称 为 最 值 . 

由 极 值 与 最 值 的 定义 可 知 , 极 值 是 局 部 性 的 概念 ,最 值 是 一 个 全 局 性 的 概念 . 因为 在 闭 区 间 上 连续 函 
数 一 定 有 最 值 ,所 以 , 闭 区 间 上 连续 函数 的 最 大 值 与 最 小 值 可 能 在 区 间 的 端点 取得 ,也 可 能 要 区 间 内 取 
得 . 如 果 最 值 在 区 间 内 取得 , 则 这 个 最 值 一 定 是 函数 的 极 值 . 因而 , 求 函 数 f(x) 在 闭 区 间 [a,6j 上 最 值 的 
方法 如 下 : 

(1) 确定 函数 f(x) 的 定义 域 ; 

(2) 求 了 (zx) = 二 0 以 及 f(z) 不 存在 的 点 (无 需 用 判别 法 进行 判别 ); 

(3) 计算 以 上 各 点 的 函数 值 以 及 区 间 端 点 的 函数 值 ,比较 大 小 ,可 得 函数 最 大 值 及 最 小 值 . 

例 3-29 求 函数 f(x) = 3z' 一 4z 一 12z’ 十 1 在 [一 3,3] 上 的 最 大 值 和 最 小 值 . 

解 因为 f(x) = 127x’ 一 12x? 一 24x 二 12x(zx 十 1)(zx 一 2), 令 了 (zx) = 0, 解 得 
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由 于 
f(—1)=—4,f(0)=1,f(2) 三 一 31， 太 一 3) = 244, f(3) = 28 
比较 各 值 , 得 出 函数 的 最 大 值 为 f( 一 3) = 244, 最 小 值 为 f(2) = 一 31. 
说 明 如果 连续 函数 f(z) 在 [a,b] 上 有 且 仅 有 一 个 极 大 值 ,而 没有 极 小 值 , 此 极 大 值 就 是 函数 
f(z) 在 La,6b] 上 的 最 大 值 ,如 图 3-18 所 示 . 如 果 连 续 函 数 f(x) 在 [a,5] 上 有 且 仅 有 一 个 极 小 值 , 而 没有 
极 大 值 ,此 极 小 值 就 是 函数 f(x) 在 La,5b] 上 的 最 小 值 ,如 图 3-19 所 示 . 
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图 3-18 图 3-19 


2. 最 值 的 应 用 举例 
例 3-30 按 Img/kg 的 比率 给 小 白鼠 注射 磺胺 类 药物 后 ,在 不 同 的 时 间 内 血液 中 磺胺 药物 的 浓度 可 
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用 函数 y = 一 1. 06 十 2. 59x 一 0.77z? 表示 ,其 中 , y 表示 血 中 磺胺 浓度 (g/100L), xz 表示 注射 后 经 历 的 时 
间 Cmin). 问 工 取 什 么 值 时 ，y 取 最 大 值 ? 

解 因为 y 王 2.59 一 1.54z, 令 y 一 0, 则 2.59 一 1.54z 一 0， 

求 得 二 1.682, 由 于 二 一 1.54 过 0, 因此 z==1.682 是 函数 的 唯一 极 大 值 点 ,所 以 是 函数 的 最 大 
值 点 ,代入 求 得 y 1.118, 所 以 血 中 磺胺 的 最 高 浓度 约 为 1. 118g/100L. 

例 3-31 公司 有 50 套 公 寓 要 出 租 , 当 租金 定 为 每 月 180 元 时 ,公寓 会 全 部 租 出 去 ; 当 租金 每 月 增加 
10 元 时 ,就 有 一 套 租 不 出 去 ,而 租 出 去 的 房子 每 月 需 花 费 20 元 的 维修 费 , 问 房租 定 为 多 少时 可 获得 最 大 
收入 ? 


解 设 租金 每 月 为 zx 元 , 租 出 去 的 公寓 有 50 一 (0 ) , 总 收入 为 


R(x) = Cz 一 20)(50 一 上 2) 


一 Cz 一 20) (6 一 


又 R'(z) = 六 一 吕 庆 一 者)+ (68 一 荐 )= 70 一 二 工 , 令 RiCz) 一 0 得 z=350. 


由 于 RY(350) = 一 十， 因此 = 350 是 函数 R(z) 的 唯一 极 大 值 点 ,也 是 函数 的 最 大 值 点 , 即 房租 定 
为 每 月 350 元 可 获得 最 大 收入 ,最 大 收入 为 R(350) == 10890 (元 ). 

【思考 与 讨论 】 

1. 下 列 命题 正确 吗 ? 

如 果 zo 为 f(x) 的 极 小 值 点 ,那么 必 存 在 z 的 某 邻 域 ,在 此 邻 域内 ,在 zo 的 左 侧 f(x) 单调 递减 ,而 
在 zo 的 右 侧 f(x) 单调 递增 . 

2. 若 Fa) 是 f(z) 在 [a,6b] 上 的 最 大 值 或 最 小 值 , 且 f(a) 存在 ,是 否 一 定 有 f(a) == 03 


第 五 节 ”函数 图 形 的 描绘 


一 、 函 数 曲 线 的 渐 近 线 
定义 3-5 ” 当 曲线 y = f(x) 上 的 一 动 点 书 沿 着 曲线 移 向 无 穷 点 时 ,如 果 点 已 到 某 定 直线 工 的 距离 
趋向 于 零 , 则 直线 工 称 为 曲线 y = f(z) 的 一 条 渐 近 线 ， 
例如 , 双 曲 线 y = 二 有 两 条 渐 近 线 :水 平 渐 近 线 y = 0 ( 即 工 轴 ) ,垂直 渐 近 线 工 一 0 ( 即 > 轴 ). 用 标 


准 方程 的 形式 表示 的 双 曲 线 二 下 二 1 则 有 两 条 “ 斜 ” 的 渐 近 线 y = 土 2z. 


i ,由 渐 近 线 的 定义 容易 得 出 . | 
1. 水 平 渐 近 线 “如果 limf(x) = A, 则 直线 y = A 是 曲线 y = f(z) 的 一 条 水 平 渐 近 线 . 必要 时 ,也 
可 以 分 别 考 虑 x 一 | co 或 zx- co a i 


例如 ,曲线 y= 二 二 的 图 像 如 图 3-20 所 示 . 


由 于 lim 一 Lo, lim 一 1 yo, 所 以 曲线 y 二 工 有 一 水 平 渐 近 线 y 二 0, 即 zz 
To0 万 zz*too TI L 
轴 . 
图 3-20 2. 垂直 渐 近 线 (函数 的 无 穷 间 断 点 或 出 现在 有 限 区 间 的 端点 ) ”如 果 lim fz) 三 


co, 则 直线 x 二 zo 是 曲线 y= 二 f(z) 的 一 条 竖 直 渐 近 线 . 必要 时 ,也 可 以 分 别 考虑 zx 一 或 + 一 5 时 ,函数 
f(z) -> 士 ce 的 单 侧 渐 近 线 . 


例如 ,曲线 y 一 二 二 克 C 一 55 的 图 像 如 图 3-21 所 示 . 
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有 两 条 垂直 渐 近 线 , z 一 一 2,z 一 3. 


3. 斜 渐 近 线 如 果 , lim 人 型 一 k,lim(f(z) 一 妖 ) 一 6, 则 y 一 妈 十 b 是 曲线 y 一 f(z) 的 斜 渐 近 线 . 





例如 ,曲线 f(z) 一 2 全 一 2 全 二 3 的 两 条 渐 近 线 工 一 1,y 一 2z 十 4, 如 图 3-22 所 示 . 





图 3-21 


例 3-32 求 曲线 y 一 -< 的 渐 近 线 . 























荆 十 六 
Es (ee 雹 
解 因为 lim f(z) = so, 所 以 , x = 一 1 是 曲线 y 一 [于 二 的 垂直 渐 近 线 . 又 因为 太 开 一 于， 
lm le 
有 lim[f(z) hr] = lim(I 千 2 一 +)= lm = 1, 即 6 一 一 1, 所 以 , y 一 z 一 1 是 曲线 y 一 了 所 
的 斜 渐 近 线 . 
二 、 函 数 图 像 描 绘 时 几 个 常用 的 符号 
函数 图 像 描绘 时 的 常用 符号 见 表 3-8。 
表 3-8 
y 十 十 = 
YY 十 一 十 = 
y 7/ 四 增 7m 增 V 四 减 Y 凸 减 
三 、 函 数 作 图 的 主要 步骤 


1. 确定 函数 y = f(x) 的 定义 域 , 考 察 对 称 性 周期 性 .奇偶 性 等 特性 ; 

2. 求 出 下 列 各 点 : 了 (x) = 0 及 f(z) 不 存在 的 点 ; 了 (zx) = 二 0 及 六 (x) 不 存在 的 点 ; 

3. 用 以 上 各 点 将 函数 的 定义 域 分 割 为 若干 个 子 区 间 ,检查 各 个 子 区 间 内 (zx), 了 (zx) 的 符号 ,以 确 
定 这 些 子 区 间 上 函数 的 增 减 性 .曲线 的 凹凸 性 ,进一步 可 以 确定 函数 的 极 值 点 及 曲线 的 拐点 (列表 完成 ); 

4. 检查 是 和 否 有 渐 近 线 ( 主 要 掌握 水 平 渐 近 线 与 竖 直 渐 近 线 ); 

5. 计算 出 第 2 步 所 得 的 各 点 函数 值 (以 确定 极 值 点 .拐点 的 位 置 ) , 找 出 曲线 与 坐标 轴 交 点 ,还 可 以 另 
计算 一 些 点 的 函数 值 ; 

6. 建立 坐标 系 , 首先 将 第 5 步 中 的 各 点 在 坐标 系 中 标 出 ,然后 再 根据 所 列 的 表格 ,将 上 述 点 光滑 
连接 . 
例 3-33 作曲 线 y 二 xz’ 一 z? 一 z 十 1 的 图 形 . 
解 (1) 该 函数 的 定义 域 : (一 co, 十 co), 无 奇偶 性 与 周期 性 . 
(2) y 一 3z2 一 2z 一 1 一 (3z 十 1)(z 一 1D) ,多 =6z 一 2 一 2(03z 一 1)， 


令 y = 0, 得 驻 点 工 一 一 寺 , 工 一 1 
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再 令 y = 0, 得 工 一 读 ; 没有 ，y 不 存在 的 点 . 
(3) 列表 讨论 ( 表 3-9): 





表 3-9 
"Yr 
y 十 0 = 0 十 
~ a 一 十 十 
2 凸 增 凸 减 四 碱 四 增 


(4) 因为 函数 在 定义 域内 处 处 连续 ,没有 无 穷 型 间 
断 点 , 故 无 坚 直 渐 近 线 ，lim y 一 co，lim y 一 一 oo, 故 也 


二 00 无 斜 渐 近 线 . 
(5) j( 一 村 )= 吕 1.2, 7 三 )= 站 0.6， 





3 27 
f(1) = 0; 交点 : (0,1)，( 士 1,0); 另 取 点 : (2,3). 
(6) 作 图 3-23. 
图 3-23 例 3-34 作出 曲线 f(z) 一 华宇 地 卫 一 2 的 图 形 


解 (1) 该 函数 的 定义 域 : z 关 0, 无 奇偶 性 且 无 对 称 性 . 
Co fy = 一 全 寺 纪 ， Py = 2+， 仿 ， 了 (二 0, 得 驻 点 二 = 一 号 再 令 oa 二 0, 得 


Xz 二 一 3, 了 六 (zx), 了 (zx) 不 存在 的 点 x = 0. 
(3) 列表 讨论 ( 表 3-10): 








表 3-10 
天 (一 ceo， 一 3) 一 入 (~—3, ~— 2 一 此 (一 2,0) 0 (0, 十 00) 
f(z) - . 0 十 不 存在 三 
f(z) = 0 三 可 * 
y= f(z) 凸 减 叫 减 媚 增 四 减 





(4) 因为 limf(z) = lim| 全 于 一 2]= 一 2, 所 以 有 





水 平 渐 近 线 y 一 一 2; 又 因为 limf(z) 一 lim[ 和 < 于 一 2] 


二 十 oo, 所 以 有 垂直 渐 近 线 x = 0. 

(5) 取 点 (1 一 V3,0), (1 十 V3,0);A( 一 1, 一 2),B(1， 
6),C(2,1). 

(6) 作 图 3-24. 


【思考 与 讨论 】 | 
两 坐标 轴 z 二 0, y 一 0 是 否 都 是 函数 /(zx) 一 Sm 的 渐 近 线 ? 
习 题 三 
1. 下 列 函 数 在 给 定 的 区 间 上 是 否 满足 罗 尔 定理 的 条 件 ? 如 果 满足 , 求 出 定理 中 6 的 值 : 





第 三 章 号 数 的 应 用 靶 E 


(1) f(x)= zx:—zx, rE [0,1]; (2) f(x) = zz€[—1,1]; 


(3) f(x) = sinzx, x € [一 rr]. 
2. 下 列 函 数 在 给 定 的 区 间 上 是 否 满足 拉 格 朗 日 中 值 定理 的 条 件 ” 如 果 满 足 , 求 出 定理 中 & 的 值 : 

















放大 六 二 一 (2) f(z) = sinz+z, x € [0 了 | 
3. 证 明 : arctanz 十 arccotz 一 
4. 证 明 arcsin V1 一 zx? 十 arctan 一 E 三 也» 其 中 所 (G1 
= 
5. 当 z> 盖 1 时 ,证 明 不 等 式 e 之 ez. 
6. 利用 洛 必 达 法 则 求 下 列 极限 : 
(1) lim 2 z+6, (2) lim Sinz 一 sina ， 
3 wl 3 和 TI-—>a [= J) ’ 
(a) lm EU, (| 
”0 Zz a0 
0 lin EE, CY li 
z=r, tandx zr*0 SINZT 
1 
ln(1 十 一 
Cn i ( 并 ) (8) lim lntan7z 
reo arccotz + Intan2z’ 
. 工 i 
(9) limz(e* —1); dpe |) 
(11) lim(1 十 全) ; (12) lim (sinz)*; 
证 >00 ; z=0t 
(13) lim es, (14) lim 1 ; 
wm Xx|arctanz— | 
2 
: 2 下 
(15) limzcot2x; i lg = 机 
(17) limze™; (18) lim (二 ) 
二 0 we 人 学 


7. 证 明 :函数 y= V2zx 一 zx 在 区 间 (0,1) 内 单调 增加 ,而 在 区 间 (1,2) 内 单调 减少 . 
8. 求 以 下 函数 的 单调 区 间 

(1)y 王 2 一 3z2 一 9z 十 14; (2) y 一 工 一 时 ; 

(3) y 一 (zz 一 1)(z 十 1)3; (4) y= ln(zx+ Vi+z). 

(1) 当 z 之 0 时 , 1 十 xln(x 十 Vi 十 x? > VI 十 三 ; 

(2) 当 工 之 4 时 ,2= 之 Z2; 

(3) 当 工 之 0 时 , z > arctanz. 

10. 判定 下 列 曲 线 的 四 凸 性 : 

(1) y= 4r— zx; (2) y = xarctanz. 


11. 利用 函数 图 形 的 四 凸 性 ,证 明 不 等 式 : 一 却 和 > e 字 (zx 冯 y). 


12. 求 下 列 函 数 的 上 四 凸 区 间 及 拐点 : 
(1)y= 二 x 一 6zx: 十 3X 十 5; (2) y= re; 
(3) y = ln(z’ 二 1); (4) y = em™., 
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13. 求 以 下 函数 的 极 值 : 


(1) y 一 za 一 9zz 十 15z 十 3; (0) y= 
(3) y= 3—2(z4|1)3; (4) y 一 2za 一 6zz 一 18z 十 7; 
(5) y= z+ Viz; (6) y = z+ (zx > 0); 
1 十 3z 

(7) y= —— 2. 

本 V4 十 5x 
14. 问 a 为 何 值 时 ,函数 (x) = asinz 十 二 sin3z 在 z 一 于 处 具有 极 值 ? 它 是 极 大 值 还 是 极 小 值 ? 

并 求 此 极 值 . 

15. 求 下 列 函 数 的 最 大 值 、. 最 小 值 : 
二 2 一 3 一 工 芝 二 委任 (2) y 王 并 十 V1 一 zz 一 5 过 过 委 ]1; 


(3) y= x:—2z 二 5, [—2,2]. 

16. 要 造 一 圆柱 形 油 钠 , 体 积 为 V, 问 底 半 径 > 和 高 h 各 等 于 多 少时 ,才能 使 表面 积 最 小 ? 此 时 底 直 
径 与 高 的 比 是 多 少 ? 

17. 设 某 产品 的 价格 p 与 需求 g 的 关系 为 p = 二 250 一 0. 3g, 总 成 本 函数 

C(9) 二 100g 十 1800 (元 ) 

求 当 产量 和 价格 分 别 是 多 少时 ,该 产品 的 利润 最 大 ,并 求 最 大 利润 . 

18. 某 地 沙眼 的 患 病 率 y 与 年 龄 + 的 关系 为 y 一 2. 27(e* 一 e*%%Y), 间 ; 

(1) 该 地 沙眼 患 病 率 随 年 龄 的 变化 趋势 怎样 ? 

(2) 患 病 率 最 大 的 年 龄 是 多 少 ? 最 高 患 病 率 是 多 少 ? 

19. 一 大 型 工厂 在 铁路 线 AB 段 的 旁边 , A,B 为 两 站 , AB 段 的 距离 为 100km. 工厂 C 距 A 处 为 
20km, ACZ 垂直 于 AB. 为 了 运输 需要 ,要 在 AB 线 上 选 定 一 点 DD 建 一 个 火车 站 ,向 工厂 修筑 一 条 公路 . 
已 知 铁路 每 公里 货运 的 运费 与 公路 上 每 公里 货运 的 运费 之 比 为 3 : 5. 为 了 使 货物 从 供应 站 B 运 到 工厂 
C 的 运费 最 省 , 问 D 点 应 选 在 何 处 ? 如 下 图 所 示 . 


4 100 km B 
D 


20k 


2 
20. 求 曲线 y 一 十 十 的 渐 近 线 并 作 图 ， 
21. 描 出 下 列 函数 的 图 形 ， 
(D > 一 之 十 过; (2) ¥ = rr 1); 


(3) y = lnsinz. 


〈 胡 志 敏 ) 





本 章 的 技术 方法 (不 定 积 分 ) 可 以 有 效 地 帮助 我 们 解决 变动 问题 的 求解 ,如 水 库 大 坝 的 
受 力 问题 ,也 是 解决 实际 求 面积 、 体 积 等 问题 的 有 力 工 具 . 








微分 学 中 我 们 对 已 知 函 数 求 其 变化 率 即 导数 或 微分 的 问题 已 有 研究 . 但 在 实际 应 用 的 领域 中 我 们 却 
经 常 要 解决 其 相反 的 问题 ,如 已 知 一 个 函数 的 导数 或 微分 , 求 这 个 函数 的 问题 . 这 就 是 本 章 所 要 学 习 的 技 
术 方 法 一 一 不 定 积分 . 


第 一 节 ”不 定 积分 的 概念 与 性 质 


一 、 原 函数 与 不 定 积分 


定义 4-1 设 函 数 f(x) 定义 在 某 区 间 上 , 若 存在 函数 F(z) ,使 得 在 该 区 间 上 任意 一 点 ,都 有 
F(zx) = f(z) 
则 称 F(z) 为 f(z) 在 该 区 间 上 的 一 个 原 函 数 . 
例如 ，(z3) == 3z? , 则 zz? 是 3z: 的 一 个 原 函 数 . 而 (zx 十 C)' 二 3z? (C 为 任意 常数 ) , 则 z 十 C 也 是 
3zx? 的 一 个 原 函 数 . 
显然 , 原 函 数 若 存在 , 则 有 无 穷 多 个 . 
那么 函数 满足 什么 条 件 才 存在 原 函 数 ? 任意 两 个 原 函 数 之 间 有 何 关系 ? 
定理 4-1 若 函 数 f(z) 在 区 间 工 内 连续 , 则 在 该 区 间 内 存在 可 导 郴 数 (x) ,使 得 对 于 任意 x ET， 
都 有 
F(x) = f(x) 
亦 即 连 续 函 数 一 定 存在 原 函 数 . 证 明 见 第 五 章 定理 5-1. 
定理 4-2 车 F(z) 是 f(z) 的 一 个 原 函 数 , G(Cz) 是 f(z) 的 任意 一 个 原 函 数 , 则 FGCz) 与 G(z) 只 相 
差 一 个 常数 . 
证 明 因为 F(x) = f(x) ,G(xz) = f(x) ,所 以 
[GCz) 一 FGz)] = f(x)— f(x)=0 
由 拉 格 朗 日 中 值 定 理 的 推论 可 得 
G(x)— F(x)=C 
即 
G(x) = F(z)+C 
这 就 说 明了 F(z) 十 C 为 f(z) 的 全 体 原 函数 . 
定义 4-2 ”函数 f(z) 的 原 函 数 的 全 体 , 称 为 f(x) 的 不 定 积分 . 记 作 


| readz 
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有 再 医用 高 等 数学 


设 F(z) 是 f(z) 的 一 个 原 函 数 , 则 有 
| Fd = FOE 4 


上 式 中 | 称 为 积分 号 , f(z) 称 为 被 积 函 数 ，f(z)dz 称 为 被 积 表达 式 , 任 


意 常数 C 称 为 积分 常数 . 

设 f(z) 的 原 函 数 是 F(x) , 则 曲线 y= 二 F(z) 称 为 f(z) 的 一 条 积分 曲线 . 
因此 f(x) 的 不 定 积分 在 几何 上 表示 一 簇 积 分 曲线 . 这 簇 积 分 曲线 中 , 横 坐 标 
为 z 的 点 处 切线 都 相互 平行 , 且 切 线 斜率 等 于 f(x) . 这 便 是 不 定 积分 的 几何 
意义 ,如 图 4-1 所 示 . 

国人 1 由 不 定 积分 的 定义 可 知 , 求 一 个 函数 的 不 定 积分 ,只 需要 求 出 它 的 一 个 原 
函数 ,再 加 上 任意 常数 C 即 可 . 


例 4-1 求 积 分 Jeoszdz. 
解 ” 因为 (sinx) = cosz ,所 以 





| coszdz 一 sinz 十 C 


例 42 求 积分 | -万 上 二 de 
一 傍 


解 ” 因 为 (arcsinz) 一 











下 
dz = arcsin 并 十 C 
上 元 


二 、 基 本 积分 公式 
由 于 求 不 定 积分 与 求 导数 是 互 逆 运 算 , 所 以 由 导数 基本 公式 可 以 直接 得 到 不 定 积分 的 基本 公式 . 





2 人 = _ 1， 
GD fdz = 条 十 CCk 为 常数 ); G2) [zdz zhe" + C1) 
C3) [Tar =In|zl+C; (9 [ardr = ta +C; 

z na 

G5) [edr=e tC; (6) [cosrdr = sint +C; 
(7) |sinzdz 二 一 cosz 十 C; (8) | seezdz 一 tanz 十 C ; 
(9) | sezdz 一 一 cotz 十 C ; (10) |secrtanrdz 一 secZz 十 C ; 
(11) Jesezcotzdz 一 一 cscZ 十 C ; G2) | i 一 arcsinzx 十 C= 二 一 arccosz7 十 C; 
(CL3) | ds 一 arctanz 十 C 一 一 arccotz 十 C . 


以 上 公式 是 求 不 定 积 分 的 基础 ,必须 熟 记 并 灵活 应 用 . 
需要 我 们 注意 的 是 :不 定 积分 的 答案 具有 多 样 性 ! 对 同一 个 函数 ,采用 不 同 的 积分 方法 求 得 的 原 函 
数 ,形式 上 可 能 完全 不 同 ;但 相互 之 间 仅 相差 一 个 常数 . 


三 、 不 定 积 分 的 性 质 
根据 不 定 积分 的 定义 ,可 以 直接 推出 不 定 积分 的 性 质 . 
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性 质 4-1 中 (zydz] = f(z) 或 d Rds = Pondiiz, 


性 质 42 [fwdzr= f(z)+C 或 |df(z) = Fn 十 C， 
以 上 两 个 性 质 充分 表明 ,不定 积分 与 微分 是 互 逆 运 算 . 若 不 计 常 数 ,两 种 运算 相互 抵消 . 
性 质 4.3 |&f (x)dz =&|f(z)dr (k#0). 
证 明 对 上 式 两 边 分 别 求 导 ,由 性 质 1 及 导数 运算 法 则 得 
[jwrcoaz] = kf (zx) 


[a| fear] = 
因为 左右 两 函数 的 导数 相等 ,所 以 二 者 只 可 能 相差 一 个 常数 ;因而 不 定 积分 相等 , 故 性 质 3 成 立 . 
性 质 4-4 |Ercz) 4 | readz + g(r)dz. 


这 一 性 质 可 以 推广 到 有 限 个 函数 的 代数 和 情况 . 
利用 不 定 积分 的 定义 .性质 与 基本 积分 公式 可 以 求 出 一 些 简单 函数 的 不 定 积分 . 


例 4.3 求 积分 |(1 一 /2)?dz. 
解 |a-vasdaz=|a 一 2 二 mdz 
Jar = ?| Vzdz+ |zdz 





ee 人 十 Sz +C 
例 4-4 求 积分 |2rerdz. 
解 |2edz= | 人 Ge dz= 让 Cor+C=T 2 是 二 
例 4-5 求 积 分 | amzdz 
解 J amzdz Es | ec 一 1)dz = |sec'zdz — [az 
王 tan 交 一 元 十 C 


例 4-6 求 积分 | sin 3 之 dz. 


解 |sin 5d | 到 e082) dr = (zsinz) 人 .。 


例 47 求 积分 | sin? xcos zx 
解 | 1 dz = | 时 qz = |( 1 EE 1 )dz 


sin? xcos’ x sin? xcos:z cos:x sinx 











= tanrw= cotz CG 


例 4-8 求 积分 | 了 十 过 十 过 和 








(lw 
有 a ee 1 
解 | 堵 轩 4- |( 主 + ez)z = Inlzltarctanz+C. 
] 一刀 
例 4-9 求 积分 | de. 





解 | ldr=|a OE 


医用 高 等 数学 








十 本 
例 4.10 求 积分 | 于 十 4dz 
解 z 





十 二 = | 天 二 


1 于 1 十 汉 ds= | (全 一 计 


5 
工 十 并 ? )a 
= zr 一 工 十 5arctanz 十 (C. 


下 
例 4-11 求 积分 | 了 上 5dz. 


1 | 
| = | zdride 2 et, 


【思考 与 讨论 】 

1. 导数 相等 的 两 个 函数 是 否 相等 ”其 不 定 积分 相等 吗 ? 

2. 求 积分 | sinzcoszdz . 学生 A 的 管 案 是 一 二 cos2z 十 C .学 生 卫 的 答案 是 二 sin?z 十 C. 谁 的 答案 
对 ? 为 什么 ? 


解 


第 二 节 ” 换 元 积分 法 


利用 不 定 积分 的 基本 公式 和 性 质 ,可 以 直接 求 出 的 积分 是 非常 有 限 的 . 为 了 求 得 更 多 函数 的 积分 ,我 
们 还 需要 进一步 研究 求 不 定 积分 的 方法 和 技巧 . 首先 我 们 介绍 换 元 积分 法 . 


、 第 一 类 换 元 积分 法 (“ 凑 ”微分 法 ) 


定理 4-3 设 fl(u) 具有 原 函 数 F(Cx) ,而 xz = g(x) 存在 连续 导 函 数 , 则 有 
| tecp]wcodz= /dd = Fao+C= FLpCoD]+C 


定理 应 用 的 关键 是 找 出 中 间 变 量 x ,并 凑 出 微分 du = g(x) dz . 故 将 第 一 类 换 元 积分 法 习惯 上 称 
为 次 微分 法 ,这 一 方法 可 有 效 解 决 大 多 数 涉及 复合 函数 的 积分 问题 . 下 面 我 们 通过 例题 来 体会 凑 微 
分 法 . 


例 4-12 求 积分 |e= dz 
解 以 z 为 积分 变量 , 求 积分 | s*dz 比较 难 , 若 以 x = 3z 为 积分 变量 , 则 
| 人 dz 二 | ee 了 daz) = Te du = Be 十 C= 部 es 十 C 
例 4-13 求 积分 | (2z 十 3)dz 
解 ” 以 = 2z 十 3 为 积分 变量 , 则 du = 2dz,dz = 去 du， 
9 一 1 一 4 5 寺 0 二 下 10 
| cz+3) dz= |w du 一 去" 击 w* 二 C= 让 (2x 十 3)* 填 C 
例 414 求 积分 |2r*dz. 
解 ” 以 = 1 一 3x 为 积分 变量 , 则 du 一 一 3dz， 
i= es u 1 1 1 u A 1 ] 一 3zx ~ 
|2 dz=|2 (~ 和 e) 一 一 讲 " 南 ?C= 一 52“+C 
熟练 后 换 元 过 程 和 回 代 步骤 可 以 省 略 . 
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例 4.15 求 积分 | dz. 
解 | 了 王 zdz 一 | inezddnz) 一 二 Imz 十 C 
例 416 求 积分 | zer dz 
解 [ze*dr=|e (dx)= Te +C 
例 4-17 求 积分 |tanzdz. 
解 |tanzdz 一 | smzdz 一 | 二 dcosz) 一 一 Inlcosz| 十 C 


例 4-18 求 积分 | a 


解 |sin Zdz = | 1— 1— 0gz 一 ke! — cos2x)dz 
三 pe: 一 二 sin2z 十 已 


例 4-19 求 积 分 |sinzcos’zdz. 
解 |sinzcos’zdz 一 | eszC- dcosz) 一 一 于 cosiz 十 已 


例 4-20 求 积分 | 于 zdz. 





























1 1 1 业 1 1 
解 | 二 = 刘 区 zdz = 二 | a id 人 过) 一 二 arctan 三 十 C 
a 
例 4-21 求 积 | 
解 [i i | = arcsin 二 三 十 C 
例 4-22 求 积 分 | 二 二 -dz 
解 1 _1f 1 __1 
| sw)(s pe 
4 1 oN | 
= [| do —| st dt | 
(ds? 
一 四 | 于。 Tt 
例 4-23 求 积分 | -dz 
解 1 人 Saz (deosz) 
| 起 =| BEdz = cos:zx—1 
_ 11 |cosz— 1 =eesg}| 
zln 3 bs 21 | 1— cosizx tC 
= | 二 cs 十 C 王 ln|cscz 一 cotz| 十 C 
sinz 


类 似 可 以 求 出 | dz 一 ln| secz 十 tanz| 十 C. 


医用 高 等 数学 





Ee 
D SS 
例 424 求 积分 | dz 
解 [Se = J 2 2 tc 


例 4-25 求 积 分 |eos3zcos2zdz. 
解 ” 利用 三 角 函 数 中 的 积 化 和 差 公式 : 
i = | 地 (cosr 十 cos5z)dz 一 六 sinz 十 Tsin5z 十 C 


二 类 换 元 积分 法 (变量 代 换 法 ) 


定理 4-4 设 z 二 p(t) 是 单调 可 导 函 数 ,并 且 wp (5 天 0 ,又 f[Lg(z) jg (z) 具有 原 函数 B(z) , 则 有 
| rpdz= |p Wa = B+C= B+C 
其 中 yg 1(zx) 是 xz == g(t) 的 反 函 数 . 
定理 4-4 的 意义 在 于 以 z 为 积分 变量 时 ,积分 f(x) dz 不 容易 求 出 . 进行 变量 代 换 z 二 9(D) 后 ,很 


容易 求 得 原 函 数 B(z) , 回 代 后 便 得 到 f(x) 的 原 函数 . 此 类 方法 对 解决 一 些 涉及 无 理 函数 的 积分 比较 
有 效 . 
1. 最 小 公 倍数 法 


4-26 求 积分 | 一 和 dz 
例 426 求 积分 | 了 三 
解 设 1= 二 Vz 一 3 , 则 zz 一 鼠 十 3,dz 二 2tdt ,于 是 
| - ds= | +8. 2xd = 2| (2 + 3)d 
2 








Vri—3 
=2(S 7 +3)+C=2 (z+6) Vi—3+C 


1 
4-27 求 积分 | 一 一 一 dz 
加 求 积分 」 天 有 
解 设 : 一 人 , 则 z 一 如 ,dz 一 665di ,于 是 





1 3 1 ee 这 本 
| 二 | 二 人 et gj (1 TFE) 
一 6( 一 arctant) 十 C 一 6(YT — arctan Wx) CC 
2. 三 角 函 数 变换 法 


当 被 积 函 数 中 含有 Va 一式 ,Va 十 x ,VX 一 a? 时 ,经 常 利用 三 角 代 换 法 . 
例 4-28 求 积分 | Va —xdzr(a > 0). 


解 设 z 一 asint,t € | 一 本 , 则 上 一 arcsin 二 ,dz 一 acostdt, 从 而 
| Va —zxdz =| Va: —a’sin:t 。 acostdt 一 a | eos’ tdt 


=a| dr =$ (t+ 间 M2)+c 





a? 
gt 十 sintcost) 十 C 
Ye—z£)+c 


a 


入 
_a . 工 | 工 
一 分 (arcsin 三 十 于 。 
2 a a 
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QI2 
= rosin 二 十 地 Va 一 zx 十 C 


例 429 求 积分 | 二 = 志 (4 9)， 
7 


解 设 z 王 asect , 则 dz = asecttantdt, 于 是 


QSecl。tantj _- | seed: 


1 a 
| i =| atant 
二 ln|sect 十 tant| 十 OG, 


二 十 
a 


= 
dz , 设 工 二 atant, 可 得 


= ln 











yx a 


Le ln|z 十 V 赤 干吗 | 十 C 


dz 或 | V Az? 十 妈 十 Cdz 的 积分 ,经 过 配方 后 ,再 利用 以 上 结论 可 使 运算 简 





Wn | 7 让 


例 4-30 求 积分 | we 
解 | V3T -zdzr =| J Ty 


= 2arcsin 十 和 + V (rz—1):+C 














一 2arcsin = Le ms 本 人 
2 天 二] 
例 4-31 求 积分 | 一 全 一 一 一 dz 
| 二 
解 | 2z 十 ] dz 一 | 2z 十 1 de 2 一 2 -2 一 4， 
wWz2z 十 2x 十 5 V(r 二 1 十 2 Vw 二 +2 
dt 227 _ 


< 一“ 一 | 一 一 一 4 
V 十 2? VC 十 2 e 
一 2 V 好 十 下 一 In|x 十 V 殉 十 到 | 十 C 


一 2 V 好 十 2 十 5 一 nz 十 1 二 v 亚 干 双 干 引 十 C 
前 面 例题 中 讨论 过 的 一 些 简单 而 常用 函数 的 积分 ,也 可 以 作为 公式 使 用 . 
现 将 基本 积分 公式 扩充 如 下 : 


G4) | tanzdz =—In|cosz|+C; 

(15) |eotzar 一 ln| sinz| 十 C; 

(16) |seczdz 一 ln| secz 十 tanz| 十 C; 

(17) ee 一 ln| cscz 一 cotz| 十 C; 
Za 

onze 


Ty in|x} VE Ea | 十 Ci 


WE KA 
(20) | VE—z 二 人 arcsin 王 十 子 Va 一 十 C. 


2 
【思考 与 讨论 】 


1. 换 元 积分 法 中 的 “变量 代 换 法 ”与 “ 凑 微 分 法 ”有 何 区 别 ?“ 凑 微分 ”的 过 程 是 积分 还 是 求 导 ? 
2. 应 用 变量 代 换 法 的 积分 类 型 有 哪些 ? 


第 三 节 ”分 部 积分 法 


分 部 积分 法 是 求 不 定 积分 的 另 一 种 重要 的 基本 方法 . 它 是 由 两 个 函数 乘积 的 求 导 法 则 变形 推出 的 . 
解决 两 函数 乘积 尤其 是 两 类 不 同 简单 函数 乘积 的 积分 问题 . 
定理 4-5 设 u(z) ,v(x) 都 是 可 导 函 数 , 则 


| wapvcodz 一 KGCZ)VCZ) — Jw Cordr 
简 记 为 | 一 wv 一 | wedz 或 | 一 wuv 一 | wav 
证 明 因为 (wv) == wwv 十 wv 所 以 xzo = (wv) 一 wv. 
两 边 积 分 得 |’az 一 wv — [wvdz , 即 | 一 wv — vu 


分 部 积分 公式 的 实质 是 将 不 容易 求 出 的 积分 | vdo ,转化 为 可 以 积 出 的 积分 | rdx . 应 用 的 关键 是 如 
何 恰当 地 选择 x 和 dv ,通过 求 导 的 转移 ,使 被 积 函 数 简化 . 
例 4-32 求 积分 |zcoszdz. 
解 设 u== zx,dv 二 cosxdz , 则 du 二 dx,v 二 sinx ,于 是 
|zcoszdz = [zdsinz = zsinz — [sinzdz 
= 250 光 十 60 及 十 人 


例 4-33 求 积分 | zlnzdz 
解 设 一 lnz,dv 一 zxdz, 则 du 一 二 dz,v 一方 x? ,于 是 


[zlnzdz 三 Jinza ($x ) 三 Sr lnz 一 二 |zdz 


熟练 以 后 就 不 必 把 ,dv 写 出 ,直接 用 分 部 积分 公式 计算 即 可 . 
例 4-34 求 积 分 |arctanzdz. 
解 


|arctanzdz = xarctanz -| I 


一 Zatrctanz 一 去 | 二 十 zx?) 
一 Zarctanz 一 Fln(l 十 ZX) 十 C 
对 某 些 积分 需要 连续 用 几 次 分 部 积分 公式 才能 得 出 结果 . 
例 4.35 求 积分 | zzerdz 


第 四 章 不 定 积分 节理 


| ezdz 一 |z dez = zzer 一 ?|zedz 
一 zzez 一 ?|zde 
一 zz2er 一 2(zer 一 |edz) 
一 er(zz 一 2xz 十 2) 十 C 
例 4-36 求 积 分 |esinzdz. 
解 |esinzdz = |sinzde 一 esinx -|e dsinz 
= er sin 并 -|e cosZzdz = e’sinzx —|coszder 
一 esinw— | eeosz -|e dcosz | 
= erSinZ — e*cosx 一 |esimz dz 
移 项 得 
je sinzdz 一 Se (sinZz 一 cosZz) 十 C 
利用 分 部 积分 法 常见 的 积分 类 型 : 
1. | edz ? I= sinazx dx ， l= cosazdx ,可 设 x = 二". 
此 类 是 究 函 数 与 指数 函数 或 正 余弦 函数 乘积 的 积分 ,分 部 积分 后 ,此 函 数 被 降 窜 次 直至 没有 . 
2. | zzdz 9 |x arcsinzdz ， |z arctanzdz ,可 设 do 一 zx"dzx. 


此 类 是 才 函 数 与 对 数 函 数 或 反 三 角 函 数 乘积 的 积分 ,通过 分 部 积分 ,对 无 法 直接 积分 的 对 数 函 数 或 
反 三 角 函 数 ,化 积分 运算 为 微分 运算 ,消除 函数 符号 , 求 出 原 函 数 . 


3 | sinhr dx |e cosbrdz ,可 设 u 一 e ,也 可 设 dv 二 外 dz. 

此 类 是 指数 函数 与 正 余弦 函数 乘积 的 积分 . 

【思考 与 讨论 】 

1 连续 应 用 分 部 积分 法 进行 积分 时 要 注意 什么 ?被 积 函 数 只 有 一 个 函数 时 能 用 分 部 积分 法 吧 ? 
2. 你 能 用 几 种 方法 求 出 积分 | VTZ 二 27dz ? 


第 四 节 “有理 函 数 积分 法 
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设 PCz),Q(z) 是 两 个 多 项 式 , 形 如 (29 的 函数 称 为 有 理 函数 . 例如 , 二 -2 一 ,部 二 2- 天 


Q(z) TO 一 57rz’ zx: 二 1 
等 都 是 有 理 函 数 . 
求 有 理 函 数 不 定 积分 的 关键 ,是 把 被 积 函 数 分 解 为 简单 分 式 之 和 . 分 解 的 方法 我 们 通过 下 面 例题 
说 明 . 


例 4.37 求 积分 | 一 红 二 dz 


解 ” 利 用 待定 系数 法 





28 “-- 2z—1 三 肖 十 B 
zz 一 5zr 十 6 (zx—2)(z—3) i—2 工 一 3 


国医 用 高 等 数学 


去 分 母 A(zx 一 3) 十 B(x 一 2) = 2z 一 1 , 即 (A 十 B)zx 一 (34A 十 2B) = 2z 一 1. 比较 同 次 项 系数 A 二 一 
B=5 ;于 是 


| 二 = dz= (= 末 ja =—3lnls—2|+5la|s—3|+C 











po 冯 一 瞩 ” 座 一 晤 
例 4-38 求 积分 | 二 二 dr 
解 ” 利 用 待定 系数 法 
东  。. 4 = 4 十 严 + 
Tz 十 4x x(x 十 和) x x 二 4 


去 分 母 A(z¥ 十 外 十 Xx(Br 十 QO 〇 = 二 4, 即 (A 十 BZ 十 Cz 十 44 = 4. 比较 同 次 项 系数 A = 1,B = 一 1， 
C=0 ;于 是 








4 下 二 工 
| 二 = 二 dz | 
= Im|z| 一 去 mn| 之 十 4| 十 C 
例 4-39 求 积分 | = 天 十 二 rdz 
解 ”利用 待定 系数 法 


1 A _B 1 :0 _. 
zx(z—1): eg 


去 分 母 A(Cz 一 1)2 十 Bz(z 一 1) 十 Cz = 二 zx 十 1. 
赋值 法 . 令 z = 二 0 ,得 A 二 1; 令 z= 二 1 ,得 C= 二 2; 令 z= 二 2 ,得 B=0. 


| = | t+t| ye 


=In|z|-—2+C 


例 4-40 求 积分 | dy 





解 因为 三 一 所 二 二 =z 一 1 十 2 ,所 以 
并 区 1 

















23 一 22 一 十 3， 2 
| zx:—1 dz =|(z jd 
eR 注 呈 一 芝 
三 FT Zz 十 ln 2 二 +c 
例 4-41 求 积分 | 二 元 2 dz 
解 一 区 -af 过 一 和 二 翅 一 此 
| ee | 条 


= | | #4 
= $In|w 十 1| 一 4arctanu 十 C 
= Fln|z 十 4z 十 5| 一 4arctan( 并 十 2) 十 C 


对 于 实际 问题 中 所 遇 到 的 积分 ,通常 可 以 根据 被 积 函 数 的 类 型 ,查阅 积分 表 中 的 相应 公式 得 到 积分 
结果 . 


例 4-42 求 积分 | -zy 
解 ”被 积 函 数 含 有 < 十 tr , 查 附 录 积 分 表 公 式 27, 其 中 4 = 2,b = 5, 于 是 
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dz ee 1 1 2 
] 渤 全 一 tc 
1 
4-43 水 积 一 一 dz. 
全 449 求 和 分 」 二 7 寺 
解 ” 被 积 函数 含有 V2 一 , 查 附录 积分 表 公式 75, 其 中 a 二 2, 于 是 
1 4 一 2 
本 C 
| 二 全 


虽然 我 们 学 习 了 许多 积分 方法 ,有 些 初等 函数 的 不 定 积分 还 是 无 法 求 出 . 如 
| de Sar 
它们 的 原 函数 尽管 存在 ,但 已 不 再 是 初等 函数 ;我 们 称 其 为 “ 积 不 出 ”的 积分 . 
【思考 与 讨论 】 


1. 求 有 理 函数 积分 的 关键 是 什么 ? 确定 待定 系数 有 几 种 方法 ? 
2. 你 能 总 结 出 将 有 理 函 数 分 解 成 简单 分 式 之 和 的 模型 吗 ? 














习 题 四 
1. 利用 不 定 积分 的 性 质 和 基本 积分 公式 求 积 分 : 
GD 3rdz; (2) [Wz+ Dz— Dadz; 
(@ ee cos2z _ 
| 下 dns | 二 和 
1 
(5) | (= 二 sinz 二 Te dx; (6) ry 
| er 5 
1 十 2z2 
| ey 二 站 四 | TF 5 
G9) | ne (0) | Edz. 
2. 用 换 元 积分 法 求 下 列 积分 : 
| = Ti (2) | 二 3 de 
(3) | 7amdr: | sinz dz; 
(2 “ 下 
C5) [cos’3zdz; (6) | 3 总 cos 二 dz 
see wif 
1 ee 
(9) | st sd; a0 | 5 Zdz; 
QD | 元 一 dx; 
(zZ3 一 5) 
1 
(13) dy (14) 
| a | 到 = Te 
1 1 
(15) ds (16) 
Fe Te 
1 
(17) (18) 
| zx:—1 | 
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1 
19) | 一 一 一 dz; 
= 
3. 计算 下 列 积分 : 


(1) |arcsinzdz; 
C3) | lmzdz; 
(5) |eoszlnsinzdz; 


| 
人 
on | -dri 


1 
c9) | ey es 


3Z 一 4 
0D | 3 和 


(13) | coszdr 
党 
(15) 二 -一 dzi 
| 


《17) |sin?zcos’ zdz; 





l—tanzy.. 
(19) | tome 


(20) | 


i 
4 十 9z? 


(2) 


xsinzdz; 


(6) 


| 
(4) [= coszdz; 
|&+ Dedz; 


(8) | yd; 


1)(z— 2) 
让 十 1 有 
| 3 
Clay | -4.8 
| 大 二 
(14) | Carcsinz)’ dz; 
lIn(z 二 1) 
(16) | 一 一 -一 -dz; 
| 
(18) | zaamzadzr; 
(20) lntanz 
sinxcosz 
(逆风 霞 


刘 启 贵 ) 


在 初等 数学 中 ,我 们 知道 如 何 计算 一 个 规 
则 图 形 的 面积 或 体积 ,知道 如 何 计算 做 匀 加 速 
运动 物体 的 路 程 . 当 图 形 是 不 规则 时 或 运动 变 
化 不 规律 时 , 则 无 高 效 、 统 一 的 方法 来 解决 . 如 
计算 一 个 不 规则 图 形 的 面积 ,是 用 若干 个 矩形 
面积 的 和 近似 代替 . 当 短 形 的 个 数 无 限 增 大 时 
(如 右 图 所 示 ), 不 规则 图 形 的 精确 面积 等 于 其 
和 的 极限 一 一 这 就 是 定 积 分 的 来 源 ,但 其 计算 
相当 复杂 . 牛顿 和 莱 布 尼 茨 给 出 了 解决 的 方法 ， 
这 就 是 微 积分 学 基本 公式 一 一 牛顿 - 菜 布 尼 茨 公 
式 . 这 个 公式 将 两 个 有 本 质 区 别 的 概念 建立 了 紧 
密 的 联系 ,给 出 了 解决 一 般 性 问题 的 高 效 方法 . 











第 一 节 ” 定 积分 的 概念 和 性 质 


—s | 例 


1. 曲 边 梯 形 的 面积 ”所 谓 曲 边 梯 形 是 指 在 直角 坐标 系 中 ,由 闭 区 间 [a,6] 上 的 连续 曲线 y = 
f(z)(f(z) 之 0) ,直线 x 二 a,zx 二 6 与 x 轴 围 成 的 平面 图 形 ,如 图 5-1 所 示 . 其 中 的 曲线 弧 称 为 曲 边 , x 
轴 上 对 应 区 间 [4,5] 的 线段 称 为 底 边 . 我 们 的 问题 是 ,如 何 计算 此 曲 边 梯形 的 面积 值 ? 

在 初等 数学 中 ,可 以 解决 规则 图 形 及 多 边 形 面积 的 计算 问题 ,如 图 5-2 所 示 . 对 于 曲 边 梯形 ,由 于 其 
中 一 条 边 是 不 断 变化 的 ,显然 不 能 像 矩 形 那样 用 底 乘 高 来 计算 面积 ,而 是 需要 用 极限 的 思想 来 解决 这 个 
问题 . 





5-1 图 5-2 


例如 ,计算 y= 二 工 与 z= 二 0,Zx== 1 及 zz 轴 所 围 成 的 面积 (图 5-3). 

设 这 个 面积 为 S, 首 先 把 这 部 分 面积 分 成 五 份 ,如 图 5-3(a) 在 区 间 [0,1] 上 平均 分 成 五 份 ,在 [0,0. 2]， 
[0. 2,0. 4],[0.4,0.6],[L0.6,0.8],[0.8,1] 上 取 右 端点 ,以 右 端 点 的 函数 值 为 高 作 和 矩形 近似 计算 原来 曲 
边 梯 形 面 积 . 每 个 矩形 的 底 都 是 0. 2, 则 这 个 矩形 面积 的 和 为 

Rs 一 0.2X0.22 十 0.2X0.42 十 0.2X0.62 十 0.2X0.8: 十 0.2X12 一 .0.44 

显然 S 一 0.44. 

若 以 左 端点 的 函数 值 为 高 作 撼 形 近似 计算 原来 曲 边 梯形 面积 . 每 个 矩形 的 底 都 是 0. 2, 则 这 个 和 矩形 
面积 的 和 为 
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1 





图 5-3 


Ls =0.2X0 二 0.2X0.2: 十 0.2X0. 各 十 0.2X0.6? 十 0.2X0.8? = 0.24 
显然 S> 0.24 , 则 有 0.24 二 S$ 二 0.44. 
我 们 可 以 通过 加 密 分 点 ,重复 以 上 过 程 ,可 以 得 到 更 好 的 近似 值 , 表 5-1 向 我 们 展示 了 当 我 们 把 底 边 
分 成 n 等 份 , 取 右 端点 对 应 的 函数 值 为 高 时 所 得 面积 的 近似 值 R, ,和 取 左 端点 对 应 的 函数 值 为 高 时 所 得 
面积 的 近似 值 L, . 


表 5-1 n=50 Ly=0.3234 
nn 等 份 Ln R; 
10 0.2850000 0.3850000 
30 0.3168519 0.3501852 
50 0.3234000 0.3434000 
100 0.3283500 0.3383500 
1000 0.3328335 ”0. 3338335 


di 
ld 





当 分 点 越 来 越 密 时 , 工 , 与 R, 越 来 越 接近 , 似 接近 于 坟 ( 见 图 5-4). 实际 我 们 可 以 证 明 这 个 结论 . 
将 区 间 [0,1] 上 平均 分 成 等 份 ,第 个 区 间 的 右 端点 为 三 (i 一 1,2,3,…sn) ,以 右 端点 函数 值 为 
高 , 过 为 底 作 和 矩形 , 求 面积 的 近似 值 


pe 
R= 3x (3) -二 (+ 他 
+) (2nt+1) 
6722 
limR = lim 人 十 1)(C22 十 1) 一 工 
ee -co 6722 3 


同 理 可 以 证 明 limL, = 寺 ,这 就 是 S 的 精确 值 . 


上 述 过 程 可 归纳 为 如 下 步骤 ; 

(1) 分 割 :将 曲 边 梯形 分 割 成 个 小 区 间 . 

在 La,65] 内 任意 插入 一 1 个 分 点 ;: a 二 zo 过 zi 过 ze 过 zi 过 x 二 6 ,把 区 间 [a,6]j 分 成 n 个 
小 区 间 : Lzo ,TX1 ,Lz S22 | yy Lei sw jy ;Ln i] 。 每 个 小 区 间 的 长 度 依次 为 Azil 三 2 一 ZoyArs = 


一 — Vi — Ty" 一 .Zn Tal. 


凶 王 章 证 和 分 国 3 


过 每 一 分 点 作 平行 于 y 轴 的 直线 与 曲 边 相交 , 便 把 曲 边 梯形 分 成 个 小 曲 边 梯形 ,每 个 小 曲 边 梯形 
的 面积 记 为 AA;(i 一 1,2,*…,n). 

(2) 近似 代替 :用 小 矩形 的 面积 近似 代替 相对 应 的 小 曲 边 梯形 的 面积 . 

在 每 个 小 区 间 [zi ,zi;] 上 任意 取 一 点 各, 以 f(&) 为 高 、Ax; 为 底 的 小 矩形 的 面积 FS)Az; 近似 代 
蔡 小 曲 边 梯形 的 面积 AA;(i == 1,2,…,n). 

(3) 求 和 : 求 所 有 小 矩形 面积 之 和 . 

将 ?个 小 矩形 的 面积 之 和 ,作为 所 求 曲 边 梯 形 面积 A 的 近似 值 , 即 

A= 2)AA;~ 2 fAr 
(4) 取 极 限 : 求 上 述 和 式 的 极限 . 
记 4 二 max{Azi}(i 一 1,2,…,n) , 当 和 4 一 0 时 , 即 分 割 无 限 加 细 时 (此 时 n 一 十 oo), 和 式 


n 


之 /CS)Az; 的 极限 就 是 所 求 曲 边 梯形 的 面积 A ，, 即 
A= lim2) F(A 

2. 变速 直线 运动 的 路 程 

设 某 物体 做 变速 直线 运动 ,其 速度 v= 二 f(z) 为 时 间 上 的 函数 , 求 在 时 间 间 隔 [TT ,7T;] 内 物体 所 经 过 
的 路 程 .( f(z) 为 非 负 的 连续 函数 ). 

物体 做 变速 直线 运动 , 即 v= f(z) 不 是 常数 ,而 是 变化 的 量 . 由 于 f(z) 是 连续 函数 ,在 很 小 的 时 间 间 
隔 内 ,变化 很 小 . 因此 ,可 以 把 时 间 间 隔 [Ti ,Tj 分 成 若干 小 段 时 间 间 隔 , 在 每 个 小 间隔 内 用 匀速 运动 代 
替 变 速 运动 , 求 出 路 程 的 近似 值 . 再 将 所 有 小 段 时 间 间 隔 的 路 程 相 加 ,就 得 到 了 整个 路 程 的 近似 值 . 最 后 ， 
通过 对 时 间 间 隅 无 限 细 分 的 极限 过 程 ,得 到 变速 直线 运动 的 路 程 . 

上 述 过 程 可 归纳 为 如 下 步 又: 

(1) 分 割 :在 时 间 间 隔 [区 ,Tz] 内 任意 插入 nn 一 1 个 分 点 T= 二 to 过 之 to…* 过 二 Tz ,把 LT] 
分 成 nn 个 小 时 间 段 : [t,t],[ai ,La 如] ,每 个 小 时 间 段 的 长 度 分 别 为 Ai 二 一 to ,Ats 一 所 一 
6 A, 二 如 一 ti 每 个 小 时 间 段 内 行驶 的 路 程 记 为 AS1 ,AS，，…,AS，， 

(2) 近似 代替 :在 每 个 小 时 间 段 [#1,t] 内 任 取 一 点 各 ,由 于 在 小 时 间 段 内 速度 变化 很 小 , 故 以 f(&) 
近似 代替 此 小 时 间 段 内 变化 的 速度 . 此 时 物体 在 [#1 ,#] 内 形式 的 路 程 为 As; > FSD)AiG 一 1,2,…,n). 


(3) 求 和 ;将 每 一 小 时 间 段 内 行驶 路 程 相 加 ,得 到 [Ti ,T。] 内 行驶 路 程 S 的 近似 值 ,S = > AS, ~ 
CRDae， 

(4) 取 极 限 : 记 4 二 max{A;) . 当 》 一 0 时 ,即时 间 区 间 无 限 细 分 时 (此 时 n -> 上 co ), 和 式 
> Ke)w 的 极限 , 即 为 物体 在 [Ti ,T ] 内 行驶 的 路 各 

S 一 tm》 Fe) 
二 、 定 积分 的 定义 

上 述 两 例 ,一 个 是 计算 几何 量 面积 ,一 个 是 计算 物理 量 路 程 . 虽然 
实际 问题 的 意义 不 同 ,从 数学 的 角度 来 看 ,其 解决 问题 的 基本 思想 方法 
(化 整体 为 局 部 ,以 不 变 代 变 ,近似 求 和 ,最 后 无 限 到 近 ) 和 分 析 结构 ( 特 
定 结构 和 式 的 极限 ) 是 完全 一 样 的 . 在 此 基础 上 , 抓 住 它们 在 数量 关系 


上 公用 的 本 质 与 特性 加 以 概括 ,就 可 以 抽象 出 定 积分 的 定义 . 
定义 5-1 设 函 数 f(z) 在 [a,b] 上 有 定义 ,任意 插入 n 一 1 个 分 点 





WE EA 


a=n A =b ,将 区 间 [a,6] 分 成 n 个 小 区 间 [zi si | = 1,2,.…,n) ,其 长 度 记 为 Azi; 王石 一 
Tl (i = 1,2,…,n)( 图 8- ， 在 每 个 小 区 间 E20 ja 内 任意 取 一 点 & , 作 乘 积 f(€)Azi(i = 1,2,.…,n), 并 


作 和 式 > /(&)Azi . 设 1 一 max{Azi) , 当 )-=0 时 (此 时 -> co ), 如 果 和 式 "7 )Ar, 的 极限 存在 且 
唯一 ,那么 就 称 此 极限 值 为 函数 (x) 在 区 间 [a, 杂 上 的 定 积分 , 记 为 f(z)dz , 妈 
| /= imy， FRR 


其 中 | 称 为 积分 号 , f(x) 称 为 被 积 函数 ， f(z) dz 称 为 被 积 表 达 式 , xz 称 为 积分 变量 ,区 间 [a,o] 称 为 积 


分 区 间 , a 称 为 积分 下 限 , 2 称 为 积分 上 限 . 
由 定 积分 的 定义 可 知 ,前 面 两 个 实例 可 分 别 表 述 如 下 : 


以 /(z) > 0 为 曲 边 ,在 区 间 [a, 杂 内 与 z 轴 转 成 的 曲 边 梯形 的 面积 可 表示 为 A 一 | f(z)dz; 


以 f(D > 0 为 速度 ,在 时 间 间隔 [Ti ,T] 内 做 变速 直线 运动 的 物体 行驶 的 路 程 可 表示 为 S 二 |”f(Dd， 


关于 定 积分 定义 的 几 点 说 明 : 

(1) 定 积分 是 一 个 特定 和 式 的 极限 ,此 极限 存在 且 唯一 . 意味 着 不 论 对 区 间 [a,6bj 怎么 分 法 ,也 不 论 
对 点 $ 怎样 取 法 ,和 式 的 极限 都 存在 且 为 相同 的 值 . 

(2) 只 要 和 式 的 极限 存在 且 唯 一 ,就 称 f(z) 在 区 间 La,5] 上 可 积 . 可 以 证 明 函 数 f(x) 在 区 间 La,65] 
上 可 积 的 充分 条 件 为 : 

函数 f(x) 在 区 间 [a,6] 上 是 连续 函数 ; 

名 函数 f(z) 在 区 间 [a,5] 上 有 界 , 且 只 有 有 限 个 间断 点 . 

(3) 定 积分 的 实质 就 是 一 个 无 限 累 加 的 和 ,其 和 的 结果 是 一 个 具体 的 数值 ,这 个 数值 由 被 积 函数 
f(x) 和 积分 区 间 [a,6bj 确定 ,与 积分 变量 的 记号 无 关 , 即 


| cmdz 本 [fa = | fdu 
(4) 在 定 积 分 的 定义 中 ,假定 了 a 二 5 ,实际 上 ,对 其 他 情形 , 定 积分 也 有 意义 . 我 们 规定 : 
@Wa=b 时 ， | readz 二 和 
@a>b 时 ， | readz =—| fdz. 
以 后 在 讨论 定 积 分 时 ,如 不 作 特 殊 说 明 , 定 积分 上 、 下 限 的 大 小 , 均 不 加 限制 . 
例 5-1 利用 定 积分 的 定义 计算 | ,zadz 
解 ”因为 被 积 函数 在 积分 区 间 [0,1] 上 连续 ,所 以 是 可 积 的 . 因此 定 积分 的 值 与 区 间 [0,1j] 的 分 法 
及 & 的 取 法 无 关 . 为 便于 计算 ,不 妨 把 区 间 [0,1] 分 成 nn 等 份 , 则 每 个 小 区 间 [xi ,zi |] 的 长 度 都 为 二 ,分 
点 zx 一 二 .不 妨 把 和 取 在 小 区 间 [zi ,zi] 的 右 端点 , 即 名 一 x; = 二 .于 是 得 到 和 式 
>) /C&Ar,= Dear, 一 Dar. 
/i\3 1 1 sa 
人 
一 直 ( 十 2# 十 … 十 权 ) 


1 Wal 
4 


-40+) 


“到 分 





当 4 二 max{Azi) 二 土 ->0 ,此 时 n->co ,有 
1<i<n n 





1 ee 可 应 各 守 
[ee 外 写 Aeoee 一 吉 二 (+) 一 3 


另外 ,也 可 把 & 取 在 小 区 间 [za ,zi;] 的 左 端点 , 即 & = x; = :二 1 ,其 和 式 的 计算 过 程 同上 . 


n 





三 、 定 积分 的 几何 意义 
(1) 当 f(z) 之 0 时 , 定 积分 | f(z)dz 表示 由 曲线 y 一 f(z),z 一 a,z 一 bla 二) 及 zz 轴 转 成 的 曲 
边 梯形 的 面积 值 S (图 5-6), 即 | f(z)dz 一 S， 
(2) 当 f(z) <0 时 ,容易 证 明 , 定 积分 | f(z)dz 表示 由 曲线 y 一 f(z),z 一 a,z 一 6b(a 过 了) 及 xz 轴 
围 成 的 曲 边 梯形 的 面积 值 S 的 相反 数 (图 5-7), 即 | f(z)dz 一 一 S. 
(3) 当 f(z) 在 区 间 [a, 妇 上 有 正 有 负 时 , 定 积分 | f(z)dz 表示 曲线 y 一 f(z) 与 z 轴 介 于 a,5 之 间 
的 各 曲 边 梯形 面积 值 的 代数 和 (图 5-8) , 即 | faz =51—S 二 +S:. 





图 5-6 图 5-7 


例 5-2 利用 定 积 分 的 几何 意义 求 下 例 定 积分 的 值 . 
GD | Vizdz ;2 | cz 一 Ddz 


解 (DD) 定 积分 | VI 一 Ydz 在 几何 上 表示 以 原点 为 圆心 .半径 为 1 的 
四 分 之 一 圆 的 面积 值 (图 5-9 中 的 阴影 部 分 ) ,所 以 
| /ze 
(2) 定 积分 | (z 一 Dz 在 几何 上 表示 曲线 y 二 x 一 1 与 x 轴 介 于 x 二 一 1， 
z 一 2 所 围 两 个 三 角形 面积 的 代数 和 (图 5-10 中 的 阴影 部 分 ) 所 以 


i 1 
| .i | 
过 2 2 








四 、 定 积分 的 性 质 
i 假定 f(x) ,g(x) 都 是 可 积 的 , 则 具有 下 列 性 质 ( 证 明 略 ). 
性 质 5-1 被 积 函数 的 常数 因子 可 以 提 到 积分 号 外 面 , 即 
| kf C2dr =&| f(r)dr 
性 质 5-2 ”两 个 函数 代数 和 的 定 积分 等 于 此 两 个 函数 定 积分 的 代数 和 , 即 
| Er +sgcoD]dz= | rcoadz 寺 | scodz 


8 医用 高 等 数学 
此 性 质 可 以 推广 到 有 限 多 个 函数 代数 和 的 情况 ， 
性 质 5-3( 积 分 区 间 的 可 加 性 ) 设 a,b,c € R ,大 小 关系 可 以 任意 (图 
51D, 则 | f (2dz = | fdrt+ | fdr. 
性 质 5-4 ”如 果 在 区 间 [a,6] 上 f(x) 三 1, 则 
| far=| dr=6—a 
性 质 5-5 如果 在 区 间 [a,6] 上 有 f(x) 过 g(x) , 则 
| fwar<| gdr 
推论 5-1 在 区 间 [a,6] 上 ,车 f(z) 三 0CFCz) 过 0) , 则 
| f (2dr co o(| readz <o0) 





推论 5-2 若 a 二 5, 则 rowazl<P lf lez. 


性 质 5-6( 估 值 定理 ) ”车 函数 f(x) 在 闭 区 间 [a,5b] 上 的 最 大 值 为 
M ,最 小 值 为 m (图 5-12) , 则 


et, <| rcodz 过 MGO 一 a) 


性 质 5-7( 积 分 中 值 定理 ) 若 函 数 f(x) 在 闭 区 间 [a,6] 上 连续 , 则 
在 [a,b] 上 至 少 存在 一 点 & ,使 得 


| faz = Fe YE La] 





图 5-12 


此 公式 称 为 积分 中 值 公式 , 
性 质 5-7 的 几何 解释 : 当 f(z) >> 0 时 , 定 积分 | /Cz)dz 表示 以 曲线 


y 二 f(z) 为 曲 边 , 区 间 [a,o] 为 底 的 曲 边 梯 形 的 面积 ,此 时 至 少 存在 一 个 
以 /6) 为 高 、La,6j 为 底 的 矩形 , 它 的 面积 与 上 述 曲 边 梯形 的 面积 相等 (图 
EL 

积分 中 值 公式 又 可 写成 


图 5-13 1 = 于 -| cadz 
f(8) 称 为 函数 f(x) 在 区 间 [La,o] 上 的 平均 值 . 
例 5-3 比较 | zdz 与 | nC 十 zdz 的 大 小 . 
解 令 f(z) =z 一 In(1 十 z) ,在 闭 区 间 [0， 9 正清 
f(x)=1— 





和 i 


故 f(z) 在 闭 区 间 [0,1] 上 单调 递增 ,所 以 f(z) 之 /C0) 一 0 ,从 而 有 zx 之 In(1 十 z) ,由 性 质 55 得 | zdz 


> | ina+aadz， 
例 5-4 估计 下 列 定 积分 的 取 值 范围 
OD | Inzdz ;C2) | eedz 
解 (1) f(z) = Inz 在 区 间 [1,2] 上 连续 且 单调 递增 ,于 是 有 最 大 值 M 一 /(2) 一 In2 ,最 小 值 性 一 
f(1) 一 0 ,由 性 质 5-6 得 
0. (2—D <| lrdr < In2. (2—1) 


即 0<| Inzdz < ln2. 


(2) f(x) 一 人 在 区 间 [0,1] 上 连续 ,又 因为 f(x) = 2xe” 之 0 ,xE€ (0,1) ,所 以 f(zx) 在 区 间 [0， 
1] 上 单调 递增 . 于 是 有 最 大 值 M = f(1) = e ,最 小 值 m 二 f(0) = 1 ,由 性 质 5-6 得 


村 次 
1 。 a—m)<| edr<e: (1 —0 
1 2 
即 1<| edr<e. 
0 


例 5-5 求 函数 f(x) = xz? 在 [0,1] 上 的 平均 值 ,并 在 区 间 [0,1] 上 求 出 至 少 一 点 & ,使 f(&) 等 于 该 
平均 值 . 


解 ， 由 本 节 引 例 知 zzdz 一 寺 .由 性 质 57 有 9 = 了 上 | 2dz= 寺 , 即 e 一 去 ,所 以 E= 罕 Epo 
.因此 一 罕 时 ,平均 值 为 Ke) 一 于 

【思考 与 讨论 】 

1. 定 积分 的 定义 所 表示 的 和 式 极限 | 7(z)dz 一 lim > ) fs)Ari 中 ,可 以 用 一 co 代替 1 -= 0 吗 ? 
为 什么 ? 

2. 用 定义 证 明 :如 果 在 区 间 [a,6] 上 f(z) 三 1, 则 | f(z)dz =| dz =6 一 a. 

3. 函数 f(z) 在 闭 区 间 [a, 刀 上 有 有 限 个 可 去 间断 点 或 跳跃 间断 点 ,是 否 可 积 ? 


第 二 节 ” 微 积分 基本 公式 


从 理论 上 讲 , 用 定 积分 的 定义 ,可 以 计算 定 积分 ,但 在 实际 问题 中 ,我 们 发 现 仅 有 少数 几 种 特殊 的 被 
积 函 数 可 以 计算 , 且 计 算 过 程 比 较 繁杂 . 对 于 普通 的 被 积 函数 如 何 计算 其 定 积分 , 则 要 另外 寻求 简单 有 效 
的 新 办 法 . 我 们 可 从 实际 问题 中 寻找 解决 问题 的 线索 ,为 此 ,对 变速 直线 运动 过 程 中 的 位 置 函数 sz) 与 速 
度 函 数 v(z) 之 间 的 联系 做 进一步 研究 . 





一 、 引 例 


某 一 物体 做 变速 直线 运动 . 在 直线 上 取 定 原点 、 正 方向 及 长 度 单位 ,使 它 成 一 数 轴 . 设 时 刻 时 物体 

所 在 位 置 为 \(z) ,速度 为 v(1) (不 妨 假 设 vz) 之 0). 由 第 一 节 的 讨论 我 们 知道 ,物体 在 时 间 间隔 [T ， 

T:] 内 行驶 的 路 程 可 以 用 速度 函数 wp) 在 [Ti ,Ts] 上 的 定 积分 | “wz) 几 来 表达 . 此 外 ,这 段 路 程 也 可 以 
用 位 置 函 数 ;Cz) 在 区 间 [T ,T;] 上 的 增 量 CT，) 一 s(T,) 来 表达 . 由 此 有 如 下 关系 式 ， 

| -vod 时 | Fi = CT #(T,) ”1) 


由 于 s(t) = v(t) ,即位 置 函数 s(t) 是 速度 函数 v(z) 的 原 函 数 , 所 以 式 (5-1) 表 示 :速度 函数 v(z) 在 
[ ,了 > 上 的 定 积分 等 于 v(t) 的 原 函 数 s(z) 在 区 间 [LT » J, | 上 的 增 量 . 
在 此 问题 中 揭示 出 来 的 函数 之 间 的 关系 , 且 在 一 定 条 件 下 具有 普遍 性 . 


二 、 积 分 上 限 的 函数 及 其 导数 
设 函 数 /(z) 在 区 间 [4,6] 上 连续 ,那么 定 积分 | /(z)dz 一 定 存在 , 且 积分 值 只 与 被 积 函数 f(z) 及 


积分 区 间 [ae,2] 有 关 而 与 积分 变量 的 记号 无 关 . 现 设 定 被 积 函 数 f(z) 和 积分 下 限 a 确定 ,而 积分 上 限 不 
断 变化 , 则 定 积分 的 值 也 会 不 断 变化 ,此 时 构成 一 个 新 的 函数 关系 . 习惯 上 我 们 记 函 数 自 变 量 为 z ,为 避 
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免 与 定 积分 的 积分 变量 zx 在 含义 上 产生 混淆 ,将 积分 变量 改写 为 , 则 定 积分 | (2)dt 一 定 存在 , 且 与 积 
分 上 限 = 相对 应 . 因此 定 积分 | (1) dz 为 积分 上 限 z 的 函数 , 记 为 8(z) , 即 


Wn) =| fa EE 


Bz) 称 为 积分 上 限 函 数 , 其 定义 域 为 La,6b] 。 

结合 定 积 分 的 几何 意义 ,积分 上 限 函 数 B(x) 在 几何 上 表示 曲线 y = 
f(z) 与 工 轴 介 于 az 之 间 各 曲 边 梯形 面积 的 代数 和 ,如 图 5-14 所 示 . 
图 5-14 关于 积分 上 限 函 数 有 如 下 性 质 . 


定理 5-1 如 果 函数 f(z) 在 区 间 [4,5] 上 连续 ,那么 区 间 积分 上 限 函 数 B(z) = | 了 (4)dt 在 区 间 
Bz) = 2 fd = Fa ,x € Cad] 


证 明 任 取 xE€ [a,b| ,在 z 点 处 取 一 增 量 Arz ,使 Z 十 Az € [a,b] , 则 有 
(2) = Br Az) — Bz) 


a | 一 rd 一 [rod 





=| rod+| rd 一 | rod 


=| fa 
据 积 分 中 值 定理 知 ,在 zx 与 x 十 Az 之 间 至 少 存在 一 点 ,使 得 
CD =| fd = Fe 
所 以 





由 导数 的 定义 及 函数 的 连续 性 ,有 


$B’ (x) = lim 
Ar—*0 


ABD (Zz) 
Az 


由 定理 5-1 可 知 , 积分 上 限 函 数 @B(z) 是 被 积 函 数 f(z) 的 一 个 原 函 数 (即使 @(z) 未 必 是 初等 函 
数 ) ,也 就 是 说 ,连续 函数 的 原 函 数 一 定 是 存在 的 . 这 个 定理 同时 揭示 了 定 积分 与 不 定 积 分 之 间 的 内 在 联 
系 , 尽 管 两 者 的 概念 差 之 万 里 . 

例 5-6 求 下 列 函数 的 导数 : 


2 zx 
CD tn) =| rer dt ;(2) Bz) = (VITE V2)d. 
解 (1) 据 定 理 5-1 有 





= limf (8) = f(z) 
Err 


G'(z) = 2 |e di = ze” 


(2) 将 积分 上 限 看 成 中 间 变量 , 即 令 xw 一 x , 则 BCz) 可 看 成 是 由 Bw) 一 | “CAITE /Dd ,uo 
复合 而 成 的 复合 函数 ,根据 复合 函数 求 导 法 则 ,有 
gf(z) = 是 | (ViTE-vV2)d Oe 


(Vi 一 /2 ) 。 (zx) 
= 2z(V1i+zx: —V2) 


第 五 章 定 积 分 











| tantar 
例 5-7 求 极限 lim 3 
解 当 z 一 0 时 ,| tantdt >0. 故 此 极限 是 “2” 型 未 定式 ,应 用 洛 必 达 法 则 ,有 
| | taned | (| tanzdz)’ A 1 
人 


三 、 微 积分 基本 公式 
定理 5-2 若 函 数 f(x) 在 闭 区 间 [a,b] 上 连续 , 且 F(z) 为 f(z) 的 一 个 原 函 数 , 则 
| fdr = Fo| = FC) 一 Fa) 





证 明 “因为 函数 (x) 在 闭 区 间 [a, 妇 上 连续 , 据 定理 5-1 知 , B(x) 一 | f(t)dz 为 1(z) 的 一 个 原 函 
数 . 又 因为 F(x) 为 f(x) 的 一 个 原 晴 数 , 故 B(x) 王 下 (z) 十 c. 
令 z=a, 则 @B(a) 一 | 了 (Dd 二 0, 所 以 c == 一 F(a); 
邻 z==5, 则 BC(6) = FC(0) 十 c= 二 FC(b) 一 F(a) , 即 
BD) = | f Wd = FCD 一 Fa) 


又 因为 | fa 和 | readz ,所 以 


| far = Ey = PY 


上 式 称 为 微 积分 基本 公式 ,也 称 为 牛顿 - 莱 布 尼 芯 公式 %. 

此 公式 表明 :在 闭 区 间 La,5] 上 的 连续 函数 f(x) 的 定 积分 等 于 该 函数 的 原 函数 (zx) 在 [a,5b] 上 函 
数值 的 增 量 . 从 某 种 意义 上 讲 ,连续 函数 的 定 积 分 的 计算 问题 就 可 转化 为 不 定 积分 的 计算 问题 了 . 此 公式 
极 大 简化 了 定 积分 的 烦琐 的 计算 ,在 数学 发 展 史 上 ,具有 里 程 碑 式 的 意义 . 

由 于 某 些 函数 的 不 定 积分 极 难 求 得 ,或 有 些 函 数 的 原 函 数 不 能 用 初等 函数 表示 ,所 以 对 这 些 函 数 的 
定 积分 及 非 连续 的 可 积 函 数 的 计算 , 需 另 寻 良策 ,本 章 不 予 讨论 . 

例 5-8 求 下 列 定 积分 : 


二 5 < 
| zdr sD | VITeoszdz ;C3) | fc)dr ,其 中 f(D) = 


TT， Sy > 1 
解 (1) 被 积 函 数 在 [0,1] 上 连续 ,由 牛顿 - 莱 布 尼 茨 公式 得 


1 
2 土 gl 一 二 -6 二 并 
|.zdz a -we 


此 结果 与 用 定 积分 定义 计算 的 结果 一 致 ,但 过 程 及 其 简洁 . 
(2) 被 积 函 数 V1 一 cos2z = |sinz| 在 [0,2x] 上 连续 ,由 牛顿 - 莱 布 尼 茨 公式 得 
| V1 一 cos2zdz = 网 | sinz| dz 


一 | sinzdz 十 | (一 Sinz)dz 


@ 和 牛顿 - 莱 布 尼 茨 公式 . 牛顿 :1643 一 1727, 英 国 数学 家 、 物 理学 家 、 天 文学 家 ,自然 哲学 家 . 莱 布 尼 茨 :1646 一 1716, 德国 数 学 家 、 物 理学 
家 、 哲 学 家 . 在 早期 数学 家 的 研究 成 果 中 ,牛顿 和 莱 布 尼 茨 各 自 独立 地 在 微 积分 学 中 有 所 建树 ,并 将 积分 和 微分 真正 沟通 起 来 ,明确 地 找到 
了 两 者 内 在 的 直接 联系 :微分 和 积分 是 两 种 互 逆 的 运算 ,建立 了 微 积分 基本 公式 . 这 是 微 积 分 建立 的 最 关键 的 一 步 , 并 为 其 深入 发 展 和 广 
泛 应 用 铺 平 了 道路 . 历史 上 ,牛顿 在 微 积分 方面 的 研究 要 早 于 莱 布 尼 茨 ,但 莱 布 尼 茨 研究 成 果 的 发 表 要 早 于 牛顿 . 鉴于 两 人 在 数学 发 展 史 
上 的 突出 贡献 ,后 人 将 此 公式 称 为 牛顿 - 莱 布 尼 芯 公式 . 
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一 (一 cosz)| 十 cosz|” 
[二 人] 
=4 
(3) f(z) 在 [0,2] 上 是 分 段 函 数 , z = 1 是 第 一 类 间断 点 , 定 积 分 存在 . 据 定 积分 对 区 间 的 可 加 性 及 
牛顿 - 莱 布 尼 茨 公式 得 
| .readz 一 L (Zz 一 Ddz 十 | zzdz 





【思考 与 讨论 了】 
1. 积分 上 限 函 数 一 定 是 初等 函数 吗 ? 请 举例 说 明 . 
2. 若 B(x) 一 I By. 


3. 计算 |， max(1,z2)dz . 


第 三 节 ” 定 积分 的 换 元 与 分 部 积分 法 


由 牛顿 - 莱 布 尼 芯 公式 可 知 , 连 续 函数 的 定 积分 的 计算 问题 可 转化 为 不 定 积分 的 计算 问题 了 . 在 不 定 
积分 的 计算 中 有 换 元 法 与 分 部 积分 法 ,因此 ,在 一 定 条 件 下 , 定 积分 的 计算 中 也 可 以 应 用 换 元 法 与 分 部 积 
分 法 . 

一 、 定 积分 的 换 元 积分 法 


定理 5-3 ”如 果 函 数 f(x) 在 区 间 [a,6] 上 连续 ,函数 二 gp(z) 在 区 间 La,B] 上 单调 且 具 有 连续 的 导 
数 , 其 中 g(a) == a,g(pB) = 二 5. t 在 [a,B] 上 变化 时 , pg(z) 的 值 不 超出 区 间 La,6j] , 则 


| 7cpaz= | f(g) Wa 


上 式 称 为 定 积分 的 换 元 积分 公式 . 使 用 换 元 积分 法 计算 定 积分 时 , 换 元 的 过 程 与 不 定 积分 换 元 法 的 
换 元 过 程 完全 一 样 . 需要 注意 的 是 :中 定 积分 换 元 的 同时 ,一 定 要 换 积分 上 `. 下限; 而 求 出 新 的 被 积 函 数 的 
原 函 数 后 ,不 必 还 原 为 原来 积分 变量 的 函数 ( 即 不 必 代 回 原 积 分 变量 ) ,直接 带 和 新 的 积分 上 、 下 限 作 差 即 
可 . @ 换 元 后 不 一 定 小 于 6 . 


定理 5-3 称 为 定 积分 的 第 二 换 元 积分 法 ,将 | f(z)dz 一 | 7(g(D)8'(D)d 反 写 过 来 ,改写 为 如 下 
形式 ; 
| f(g) (rar a [fa 


则 对 应 的 是 定 积分 的 第 一 换 元 积分 法 ( 凑 微 分 法 ). 用 第 一 换 元 积分 法 ( 凑 微 分 法 ) 计 算 定 积分 时 , 往 
往 不 需 作 变量 替换 ， 人 


例 5-9 计算 | 





二 


解 用 定 积 分 第 二 换 元 法 . 令 Vz = 二 1, 则 z= 二 ,dz 二 2tdi , 且 z 一 1 时 ,上 一 1, 工 一 4 时 ,z 一 2， 
于 是 有 


ka 











= (2ln|t+1|)| 
一 2(ln3 一 ln2) 
一 2 六 


例 5-10 计算 人 Td, 





解 ” 用 定 积 分 第 二 换 元 法 . 令 Ve 一 1 =t, 则 @ ==2 十 1] ,X= 二 In 候 十 1) ,dz = 二 pst ; 且 z= 二 0 
时 ,1 二 0,XK 二 ln2 时 ,t= 二 1 ,于 是 有 
3 
| 人 | tit 


. 
= 2(1— arctant) 人 


-0 


二 分 一世 
一 2 
例 5-11 计算 | cos:xsinzdx. 
解 ” 用 定 积 分 第 一 换 元 法 . 
| cos: xsinzdx -一 | cos’ xdcosz 
0 0 
一 一 于 costz 
= 一 寺 (0 一 ) 
_.. 
; 


例 S-12 设 函 数 f(z) 在 对 称 区 间 [一 cyaj 上 连续 ,求证 : 
WE Acaodz= | [f+ zz 


(2) 如 果 f(zx) 为 奇 函 数 ,那么 | f(z)dz =0， 


(3) 如 果 f(zx) 为 偶 函 数 ,那么 | f(z)dz 一 ?| -f(z)dz. 
证 明 〈1) 据 定 积分 的 性 质 , 有 
| repaz=| fdrt| fdr = n+L 


对 五 一 | f(z)dz, 令 z= 一 t, 则 dz 一 一 由 , 且 z 一 a 时 ,1 一 a ,zx 一 0 时 ,4 一 0, 于 是 有 
| fa = {fCD a 
= | fp 
又 因为 fC 一 Dd 二 fC 一 z)dz ,所 以 | fCz)dz = f( 一 z)dz ,代入 原 式 ,有 
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| fwar= [fnDdrt| ford = | Lo+AcaD]dz 
(2) 因为 f(z) 为 奇 函数 , 即 f( 一 zx) 一 一 f(z) ,由 (1) 有 
| fwdz =| Lf +f 2dr 


= | tr) — Fla jas 
一 
(3) 因为 f(z) 为 偶 函 数 , 即 f( 一 zx) = f(z) ,由 G1) 有 
| reodz=| [ro+AcaD]dz 


| fea Fn lle 


= 中 fade 


利用 例 5-12 的 结论 ,可 以 简化 奇偶 函数 在 对 称 区 间 上 的 定 积分 的 计算 . 
例 5-13 计算 : 


GD | zsinzdz ;02) | G 一 z2)dz 
解 (1) 因为 z'sinz 在 对 称 区 间 [一 x,x] 上 是 奇 函数 ,所 以 
| z'sinzdz =0 
(2) 因为 1 一 x 在 对 称 区 间 [一 1,1] 上 是 偶 函 数 ,所 以 
[4-2 =2 -zdz 


-| 





0 
3 
3 
例 5-14 求证 : | fCsinz)dz = | fCeosz)dz. 
证 明 令 工 王子 一 t 则 dz 一 一 由 ,上 且 xz:0 一 六 时 ,t: 邓 一 0 ,于 是 有 
至 0 > 
| flsinz)dz = jf[sin(—) 1 dz) 
| flcost)dt 


x 
2 
0 


又 因为 | fCcos dt 二 | Feeosmadz ,所 以 | Fesinmaz | 
0 0 6 
二 、 定 积分 的 分 部 积分 法 


由 不 定 积分 的 分 部 积分 法 ,容易 得 到 下 述 定理 . 
定理 5-4 设 函 数 二 u(x),v 二 v(xz) 在 区 间 [a,b5] 上 有 连续 的 导数 , 则 有 


6 / 6 / 
| uw'dr = wl —| wd 


fl(eoszrydz: 


或 写 为 
| uav = wv|? —| vau 
上 式 称 为 定 积分 的 分 部 积分 公式 . 





例 5-15 计算 | zerdz. 
解 ” 根 据 定 积分 的 分 部 积分 公式 ,得 
| .zedz -一 | zde”™ 








=—ze™|,+| erdz 
| 
i 

例 5-16 计算 | |inzldz. 

解 | nzlar = 由 madz+j nzdz 





一 一 (zlnz 一 z)| :十 (zlnz 一 | 


一 1 十 (Im 二 一 二 + (Celne 一 e) 十 1 
-a 


【思考 与 讨论 】 


1. 定 积分 计算 过 程 中 ,用 凑 微 分 法 和 分 部 积分 法 时 ,积分 上 下 限 有 变化 吗 ?” 用 第 二 换 元 法 时 ,积分 上 
下 限 有 变化 吗 ? 


2. 如 果 f(z) 是 连续 函数 ,等 式 | f(z)dz 一 f(a 一 z)dz 成 立 中 ? 
3. 你 能 不 用 计算 ,直接 写 出 | ”zssinzdz 的 结果 吧 ? 


第 四 节 ” 定 积分 的 应 用 


定 积 分 是 从 实际 问题 中 抽象 出 来 的 , 反 过 来 它 又 在 实践 中 有 极其 广泛 的 应 用 . 本 节 先 介绍 用 定 积分 
解决 实际 问题 所 采用 的 重要 方法 一 一 微 元 法 . 更 重要 的 是 ,通过 学 习 定 积分 在 几何 、 物 理 和 医药 学 方面 的 
应 用 ,掌握 运用 微 元 法 将 一 个 所 求 量 表达 成 为 定 积 分 的 分 析 方 法 . 

一 本 元 法 

定 积分 可 以 解决 一 些 具有 累加 性 质 的 量 的 求解 问题 ,在 应 用 过 程 中 ,通常 采用 微 元 法 . 回忆 定 积分 定 
义 前 的 两 个 引 例 ,不 论 是 求 曲 边 梯 形 的 面积 还 是 变速 直线 运动 的 路 程 ,基本 都 采用 如 下 四 步 : 

(1) 分 割 :把 所 求 量 ( 设 其 为 A ) 分 成 个 部 分 AA; 量 之 和 , 即 

各 三 AA; 
(2) 近似 代替 : 求 部 分 量 的 近似 值 
AA; 个 JE )Az; ( Til <Eé xisi = 1,2,.…,n) 
(3) 求 和 : 求 量 A 的 近似 值 
A py f(€) Ax: 
(4) 取 极 限 : 求 A 的 精确 值 
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是 二 imy》) Sa = | fdr 
在 这 四 步 中 ,关键 是 第 二 步 确定 AA; 的 近似 值 AA; ~ (8)Ar ,从 而 使 得 A = lim > Fe)ar 一 


| (zz ,一 旦 确定 , 定 积分 的 被 积 表达 式 /(z)dz 也 就 确定 了 


实际 应 用 过 程 中 ,常常 通过 以 下 三 步 解 决 问题 : 

(1) 选取 积分 变量 . 根据 问题 ,适当 选取 坐标 系 , 同 时 确定 积分 变量 及 
其 变化 范围 La,6b]( 或 [c,d]). 

(2) 确定 被 积 表达 式 . 在 选 定 的 区 间 [a,6bj] 内 任 取 一 个 小 区 间 [x,z 十 
Axj] (图 5-15),“ 以 不 变 代 变 ”( 或 “以 直 代 曲 ”) 求 得 整体 量 A 相应 于 该 小 区 
间 Lz,z 十 Az] 上 的 部 分 量 AA 的 近似 值 : AA 2 f(x)dzr 

图 5-15 其 中 f(x)dz 称 为 整体 量 A 的 微 元 , 记 为 dA , 即 dA = f(z)dz. 
(3) 求 定 积分 . 以 所 求 量 A 的 微 元 f(x)dz 为 被 积 表达 式 , 在 区 间 [a,5] 上 取 定 积分 ,计算 出 的 定 积 


分 的 什 就 是 所 求 整体 量 A 的 什 . 即 A = | f(z)dz ,这 就 是 所 求 量 A 的 积分 表达 式 . 
以 上 这 种 方法 称 作 微 元 分 析 法 ,简称 微 元 法 ,也 称 为 元 素 法 . 


二 、 定 积分 在 几何 中 的 应 用 





1. 求 平面 图 形 的 面积 
(1) 求 由 曲线 > = f(x) 与 直线 x 二 a,zx = 二 6,z 轴 (其 中 f(z) 宇 0 ,4a 声 5b) 所 围 成 的 平面 图 形 的 面 
积 ( 图 5-16) , 据 微 元 法 可 得 
4= | rcodz 
(2) 求 由 曲线 y = f(x) 与 直线 z= 二 a,z = 二 5b,z 轴 (其 中 f(z) 过 0 ,4a 声 4) 所 围 成 的 平面 图 形 的 面 
积 (图 5-17) , 据 微 元 法 可 得 


A 一 | Fide 





图 5-16 图 5-17 


(3) 求 由 曲线 y = f(x),y 二 g(x) 与 直线 z= 二 a,zx 二 5( 其 中 f(x) 之 g(x) ,a 过 5b) 所 围 成 的 平面 
图 形 的 面积 (图 5-18), 据 微 元 法 , 先 确定 积分 变量 为 z ,积分 区 间 为 [a,6]. 然后 任 取 x E [a,bj] ,给 工 一 
增 量 dz ,得 一 小 区 间 [z,z 十 dzj] ,此 小 区 间 对 应 的 小 曲 边 梯形 的 面积 近似 等 于 以 dz 为 底 , 以 f(z) 一 
g(X) 为 高 的 小 矩形 的 面积 ,可 得 





图 5-18 


第 五 章 定 积 分 国 2 了 8 


AA 一 LFGz) 一 g(Cz)]dz 
从 而 
d4A 王 [LFGz) 一 g(Cz)]dz 


所 以 着 经 | Erez) ss 


结合 具体 问题 , 若 选取 y 为 积分 变量 , 则 有 如 下 (4) 一 (6). 


(4) 由 曲线 z= yg(y) 与 直线 y= 二 cy 二 d,y 轴 (其 中 gly) 宇 0,c 过 4 ) 所 围 成 的 平面 图 形 的 面积 为 
(图 5-19) 


A 一 | coay 


(5) 由 曲线 z= p(y) 与 直线 y= 二 <c,y 二 d,y 轴 (其 中 yly) 三 0,c 之 4) 所 围 成 的 平面 图 形 的 面积 为 
(图 5-20) 


A=—| co)dy 


(6) 由 曲线 工 = p(y),zx = 二 yly) 与 直线 y 一 cy 一 d (其 中 oy(y) 宇 yly),c 志 4d ) 所 围 成 的 平面 图 形 
的 面积 为 (图 5-21) 


d 
太 三 | [gCy) — yy) Jdy 





图 5-19 图 5-20 


例 5-17 求 由 y= sinz,y== coszx,x 二 及 y 轴 所 围 成 的 平面 图 
形 的 面积 . 

解 ” 先 在 坐标 系 中 画 出 相应 曲线 ,明确 所 围 平面 图 形 的 位 置 , 求 
出 交点 坐标 . 根据 图 形 适当 选择 积分 变量 . 如 图 5-22 所 示 ,选择 z 为 积 


分 变量 , 又 由 积分 区 间 的 可 加 性 ,将 积分 区 间 | 0, 到 | 分 为 | 0, 到 |， 





| 至, 要 | 两 部 分 ,所 以 
A= 下 (cost — sinz)dz a (sinz — cosx) dz 


. 到 各 
二 (sinzx 十 cosx) |: 十 (一 cosz 一 Sinz) | 
4 


= 2(2—1) 
例 5-18 求 抛 物 线 y: 二 2z 与 直线 > = x 一 4 所 围 成 的 平面 图 形 的 面积 . 
分 
解 -画图 并 求解 方程 组 |” ”得 交点 华 标 (2, 一 2) ,8,4)， 
解法 1 选取 y 为 积分 变量 (图 5-23) ,所 以 
1 


A=| (>+4 一 于 )dy 
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图 5-23 图 5-24 


解法 2 选取 z 为 积分 变量 (图 5-24) ,此 时 需 将 积分 区 间 分 为 两 部 分 . 所 以 


4 三 Ai 十 A， 
-hee pcs wine 
-ga 
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显然 ,解法 1 更 为 简单 . 因此 ,用 定 积分 求 平面 图 形 的 面积 时 ,应 根据 具体 情况 适当 的 选择 积分 变量 . 

2. 求 旋转 体 的 体积 ”所谓 旋转 体 就 是 由 一 平面 图 形 绕 此 平面 内 的 一 
条 直线 旋转 一 周 所 形成 的 几何 体 , 其 中 的 这 条 直线 称 为 旋转 轴 . 本 节 中 ,为 
讨论 方便 , 取 坐 标 轴 为 旋转 轴 . 

求 由 曲线 y = f(x) 与 直线 x 二 a,x = 二 bla 二 6b) 及 工 轴 所 围 平 面 图 形 
绕 工 轴 旋 转 一 周 所 得 旋转 体 的 体积 (图 5-25) , 记 为 V;. 

根据 微 元 法 的 思想 , 任 取 xz € [a,b] ,给 工 一 增 量 dz ,得 一 小 区 间 [z， 
Z 十 Az] , 它 对 应 的 小 旋转 体 的 体积 AV 可 近似 地 看 成 是 以 f(z) 为 底面 半 
径 、 以 dz 为 高 的 扁平 圆柱 体 的 体积 , 即 AV >: r 产 (z)dz ,因而 得 到 体积 微 





i 所 区 
六 | fr Cn)dz 


上 式 可 作为 公式 应 用 
同 理 , 求 由 曲线 z= p(y) 与 直线 y= 二 c,y 二 dlc 二 4d) 及 yy 轴 所 围 平面 
图 形 绕 y 轴 旋 转 一 周 所 得 旋转 体 的 体积 (图 5-26), 记 为 V， . 


V, = «| weCy)dy 
例 5-19 计算 由 椭圆 三 -六 二 1(a 之 5b 之 0) 分 别 绕 z 轴 、y 轴 旋转 所 


得 旋转 体 的 体积 . 
解 ” 据 微 元 法 , 选 z 为 积分 变量 , 且 一 * 委 z 委 < .在 区 间 上 任 取 一 


个 小 区 间 [z,z 十 dz] ,其 对 应 的 小 扁平 圆柱 的 体积 近似 等 于 以 Va 一 工 为 





底 、 dz 为 高 的 扁 圆柱 体 的 体积 故 绕 z 轴 旋 转 所 得 旋转 体 的 体积 微 元 为 dy 一 政 (oz 一 之 )dz ,所 以 绕 
钠 旋 转 所 得 旋转 体 的 体积 为 


同 理 , 绕 y 轴 旋 转 所 得 旋转 体 的 体积 微 元 为 dy = 强 -( 一 六)dy , 绕 y 轴 旋 转 所 得 旋转 体 的 体积 为 
Wi = | Cp —y)dy 一 $na’b 

例 5-20 求 由 y 一 之 和 直线 y 一 zx 所 围 成 的 平面 图 形 绕 y 轴 旋转 所 得 旋转 体 的 体积 

解 、 画 平面 图 形 的 草图 (图 5-27) 并 求 出 交点 坐标 (0,0) 和 (1,1). 

取 y 为 积分 变量 , 且 0 过 y 之 1. 依 题 意 知 ,所 求 旋转 体 的 体积 等 于 抛 

物 面 绕 y 轴 旋 转 所 得 旋转 体 与 直线 绕 y 轴 施 转 所 得 旋转 体 的 体积 之 差 
V,y= Vi—V: 
一 | (Vy) dy = «| ydy 


0 


人 











电 积 分 在 物理 上 的 应 用 


例 5-21 在 底面 积 为 S 的 圆柱 形容 器 中 剩 有 一 定量 的 气 
体 . 在 等 温 条 件 下 ,由 于 气体 的 膨胀 ,把 容器 中 的 活塞 (面积 为 
S ) 从 a 点 推移 到 5 点 处 (图 5-28). 计算 在 此 过 程 中 气体 压力 所 
做 的 功 . 

解 ”建立 如 图 5-28 坐标 系 ,活塞 的 位 置 可 用 坐标 z 来 表示 . 
由 物理 学 的 知识 可 知 ,一 定量 的 气体 在 等 温 条 件 下 压强 与 体积 V 的 乘积 为 常数 , 即 pV 一 ， 


或 p 一 筷 ,又 因为 V 二 zxS ,所 以 一 态 . 





x 


> 一 
于 是 作用 在 活塞 上 的 力 为 下 一 加" S 一 6 Ee 


在 气体 的 膨胀 过 程 中 ,体积 V 是 变化 的 ,活塞 位 置 x 是 变化 的 , 故 作 用 在 活塞 上 的 力也 是 变化 的 . 
根据 微 元 法 , 取 z 为 积分 变量 , 且 e 委 z 委 0. 在 区 间 [a,6] 上 任 取 一 小 区 间 [x,zx 十 Az ] , 当 活塞 从 


移动 到 z 十 Ar 时 , 变 力 下 所 做 的 功 近似 等 于 各 dz , 即 功 的 微 元 为 dW 一 和 dz ,所 以 所 求 的 功 
W=| 和 dz 一 Alnz| = kn 
a Y a 


2. 液体 静 压力 ”水库 大 坝 的 一 个 侧面 由 于 水 深 的 不 同 所 受 压 力也 不 同 ,出 于 安全 的 考虑 ,有 必要 计 
算 大 坝 一 侧 所 承受 的 压力 的 总 和 |. 

例 5-22 如 图 5-29 所 示 , 水 库 大 坝 的 一 面 为 等 腰 梯 形 , 上 底 为 50m, 下 底 为 30m, 高 为 20m, 水 面 至 
坝 顶 4m, 计 算 水 对 大 坝 的 压力 . 

解 ” 由 物理 学 的 知识 可 知 ,水 面 下 某 处 的 压力 与 压强 及 受 力 面积 有 关 , 而 压强 又 与 水 的 深度 有 关 . 现 
水 深 及 受 力 面积 都 是 变化 的 ,大 坝 在 不 同 水 深 所 的 压力 也 是 不 同 的 . 我 们 可 以 用 定 积分 加 以 解决 . 


WE EA 


建立 如 图 5-30 所 示 坐 标 系 . 设 水 的 深度 为 zm, x € [0,16] ,此 处 压强 p = cgz .由 几何 知识 可 知 ， 


徊 一 上 65, 所 以 a 一 8 一 等 .在 z 点 处 给 一 小 增 量 dz , 则 长 为 2015 十 a) , 宽 为 dz 的 小 矩形 的 面积 为 


5 二 《46 一 Z)dz . 此 小 矩形 所 受 压 力 








dF =p*s=pogr(46—zx)dzr 
= 1000g(46zx — zx )dz 


所 以 大 坝 所 受 的 总 压力 为 
育 二 | i000g(46z 一 空 )dz 
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= 1000 X 9.8X (23z 一 专 ) , 





x 4.43 Xx 10’ (N) 


四 、 定 积分 在 医药 学 上 的 应 用 
在 医药 学 实践 中 ,有 很 多 问题 可 以 通过 定 积 分 的 计算 来 加 以 研究 . 
例 5-23 设 静 脉 注射 某 种 药物 后 ,其 体内 药物 浓度 与 时 间 的 关系 满足 C(t) 二 21e" 2. , 试 求 整 个 用 
药 过 程 中 血 药 浓度 (即时 间 曲 线 下 的 总 面积 AUC ). 


解 血 药 浓度 一 时 间 曲 线 下 的 面积 , 记 作 AUC , 它 反 映 了 药物 最 终 的 吸收 程度 ,是 药物 治疗 中 的 一 
项 重要 指标 . 


十 cc 十 co 
AUC = | 2 1 21eroazdi 


ae _21 32t 
0. 32 
例 5-24 ”口服 药物 被 吸收 进入 血液 系统 的 药 量 称 为 有 效 药 量 . 若 某 种 药物 的 吸收 率 为 ri) = 0.01( 一 
6)?(0 之 t 之 6) . 试 求 该 药物 的 有 效 药 量 . 


十 co 
一 全. 








解 有效 药 量 
6 6 
D =| r(D) dt 一 | 0.01t( 一 6)2d 
0 0 
6 
= 0, oj| ce — 12zt 十 361) dt 
二 0 o01 (Ft 一 43 十 182 ) 
4 
一 1.08 
【思考 与 讨论 】 


1. 微 元 法 的 关键 步骤 是 第 几 步 ? 其 中 的 基本 思想 是 什么 ? 
2. 用 定 积分 计算 平面 图 形 的 面积 时 ,如 何 选 定 积分 变量 ? 又 该 如 何 选 定 面积 微 元 ? 


第 王 六 守 权 分 于 天 
3. 如 何 计算 空心 旋转 体 的 体积 ? 


第 五 节 广义 积分 


前 几 节 讨论 的 定 积分 ,是 以 积分 区 间 是 有 限 闭 区 间 及 该 区 间 函 数 有 界 为 前 提 . 在 一 些 实际 问题 中 ,会 
遇 到 积分 区 间 为 无 穷 限 或 被 积 函数 在 积分 区 间 上 无 界 的 积分 ,这 样 的 问题 我 们 称 为 广义 积分 . 


一 、 无 穷 限 的 广义 积分 
定义 5-2 设 函数 /(z) 在 区 间 [a, 十 oo) 上 连续 , 取 +> a ,车 极限 lim | f(x)dz 存在 , 则 称 此 极限 
值 为 函数 f(z) 在 无 穷 限 [a, 十 co) 上 的 广义 积分 , 记 为 | f(z)dz , 即 
| 7rcpdz = lim| fC)dz 
此 时 也 称 广义 积分 | f(x)dz 收敛 ;如 果 上 述 极限 不 存在 , 则 称 广义 积分 | ”f(z)dz 发 散 
定义 53 ” 设 函 数 /(z) 在 区 间 (一 oo,6] 上 连续 , 取 4<5 , 若 极限 lim | f(z)dz 存 在 , 则 称 此 极限 值 
为 丽 数 f(z) 在 无 穷 限 (一 oo,6] 上 的 广义 积分 , 记 为 | _f(z)dz , 即 
| rdz lim| f(r)dr 
此 时 也 称 广义 积分 | f(z)dz 收敛 ;如 果 上 述 极限 不 存在 , 则 称 广义 积分 | f(z)dz 发 散 


定义 5-4 设 函 数 /(z) 在 区 间 (一 oo, 十 oo) 上 连续 ,如 果 广义 积分 | f(z)dr 和 | f(z)dz 
都 收 合 , 则 称 上 述 两 个 广义 积分 的 和 为 函数 f(x) 在 无 穷 限 (一 co, + oo) 上 的 广义 积分 , 记 为 
| readz , 即 


十 co c 十 co 
| readz=| Foaz+| for)dz 
此 时 也 称 广义 积分 | ”7(z)dz 收敛 ;如 果 广义 积分 | f(z)dz 和 | ”7(z)dz 中 至 少 有 一 个 发 散 ， 


则 称 广义 积分 | f(z)dz 发 散 . 在 实际 应 用 时 ,为 计算 方便 ,通常 取 c 一 0. 


上 述 广 义 积分 统称 为 无 穷 限 的 广义 积分 . 
为 方便 使 用 ,在 讨论 无 穷 限 的 广义 积分 时 ,也 可 以 采用 牛顿 - 莱 布 尼 茨 公式 的 记 法 . 
设 F(Cz) 为 f(x) 的 一 个 原 函 数 , 若 记 下 (十 co) = limF(2) i F(—00).= lim F(z) ; 则 


十 co 十 co 
| rcodz= imFO 一 Fa = F(z)| 
a t->+oo a 


| fdr = FD) 一 limFG) 一 FCz)| 


十 co 


一 co 


| rpdz= FaD| 二 二 FaD| = Fn| 


A 2 
例 5-25 计算 | 本 
解 取 : 上 > 二 0 , 则 


医用 高等 笋 学 症 二 


| ze dz = lim| ze™ dz 
= 部 王 革 a 


一 上 li x2 
-5 








和 
1 
2 
、 is 、 
例 5-26 证 明 |，” 吉 dz , 当 户 > 1 时 收敛 ; 当 户 < 1 时 发 散 . 
、 5 Pe +eo 、 5 
证 明 当 户 一 1 时 ,| 工 dz = Inz| ”== 十 oo. 此 时 ,广义 积分 发 数 


2 





4 a 
当 p 关 1 时 , |， 二 dz 一 了 |， ;讨论 : 


2 1 
bp 之 1 时 ,| ry 


t+ 1 
bp 过 1 时 ,| 二 dz = 二 oo. 





综 上 可 得 : 当 p > 1 时 ,该 广义 积分 收敛 ,其 什 为 了 二 ; 当 思 过 1 时 ,该 广义 积分 发 散 
二 、 无 界 函 数 的 广义 积分 
定义 5-5 设 函数 f(z) 在 (a,6] 上 连续 ,而 limf(z) = 中. 取 。 > 0 ,如 果 极限 lim| f(z)dz 存 
在 , 则 称 此 极限 为 函数 f(z) 在 (a,6] 上 的 广义 积分 , 仍 可 记 为 | f(z)dz , 即 
| fC2dz = lim| f(r)dz 、 
这 时 也 称 广义 积分 | f(z)dz 收敛 ; 若 上 述 极限 不 存在 , 则 称 广义 积分 | .7(z)dz 发 散 . 
定义 56 设 函 数 /(z) 在 [a,b) 上 连续 ,而 limf(z) 一 co . 取 e>>0 ,如 果 极 限 lim| f(z)dz 存 在 ， 
则 称 此 极限 为 函数 f(z) 在 [a,b) 上 的 广义 积分 , 仍 可 记 为 | f(z)dz , 即 
| fwdr = lim| rcodz 


这 时 也 称 广义 积分 | f(z)dz 收敛 ; 若 上 述 极限 不 存在 , 则 称 广义 积分 | (zx)dz 发 散 
定义 5-7 设 函 数 f(z) 在 区 间 [a,b] 上 除 点 ce 天 < 去 已 外 连续 (图 5 
3D, 而 limyf(z) 一 co ,如 果 广义 积分 | Cz)dz 和 | .7Cz)dz 都 收敛, 则 称 上 述 


两 个 广义 积分 的 和 为 函数 f(z) 在 [2, 丰 上 的 广义 积分 , 仍 可 记 为 | f(Ddz. 
这 时 称 广义 积分 | 7Cz)dz 收敛 ;车 广义 积分 | 7Cz)dz 和 | f(z)dz 





至 少 有 一 个 发 散 , 则 称 广义 积分 | /Cz)dz 发 散 . 





dz(a > 0). 


7 


例 5-27 求 | 


a 一 和 2 


第 五 章 定 可 分 图 3 








解 Ne 
有 人 一 a 一 


dx = lim| ， 
0 /a’ — 7x2 e>*0 A 


一 一 or 1 de —Zz?) 
0 2 2 2 











=—lim Ya’:—2z 
e*0 
=——lim[ V2 — tee —a] 
= 各 
例 5-28 计算 | 十 dz. 
解 由 于 f(z) 一 十 在 [一 1,1] 上 除 x= 0 外 连续 , 且 lim 方 = co .所 以 
『 1 『 人 和 


-1 7? 
=lim| ” 立民 十 lim | 二 dz 
E] 一 ! Ote, 
1 


而 tim ”去 dz 一 lim( 一 士 )| ”一 上 co . 故 广义 积分 | ,点 dz 发 散 ,从 而 广义 积分 | 十 dz 发 艇 


E1 一 0 


本 题 中 如 果 朴 忽 了 工 一 0 是 函数 f(z) = 总 在 [一 1,1] 上 的 无 穷 间断 点 ,容易 得 出 如 下 的 错误 结果 





| 二 dz = 一 过 和 2 
【思考 与 讨论 】 


1. 无 穷 区 间 的 广义 积分 与 定 积分 有 什么 区 别 ? 又 有 什么 联系 ? 
2. 下 列 广义 积分 的 计算 过 程 是 否 正确 ,为 什么 ? 


| sinzdz = Jim sinzdz = lim (一 cost 十 cost) 一 0 


3. 讨论 为 何 值 时 ,广义 积分 | ”一 二 -dz 发 散 ? 


ET 
习 题 五 


1. 用 定 积分 的 定义 求 | zdz 的 值 . 
2. 利用 定 积分 的 几何 意义 求 下 列 定 积分 的 值 ; 


(1) | coszdz ; (2) 人 Va2 一 Z2dz; 
| arctanzdz ; (4) | .一 Dadz. 

3. 利用 定 积分 的 性 质 , 比较 下 列 各 对 定 积分 的 大 小 : 

QD | zdz 与 | ztdz; (2) | Inzdz 与 | Imzdz; 


(3) | zaz 与 | sinzdz， (4) | -sdz 与 | 3*dz 


医用 高 等 数学 可 全 





4. 估计 下 列 定 积分 的 值 : 
| a+z)dz 


(3) | ex ar 
5. 求 下 列 函 数 的 导数 : 
(1) B(x) = | cose di ; 


2 


(3) GCz) 二 | es 
6. 求 极限 : 


| ln(1 十 办 地 
lim O—; 


7. 计算 定 积分 . 
G) | 1 一 zldz， 


(3) 下 cos2Zzdz ; 
4 
G5) | arctanzdz ; 


1 
SR 本 (2 5x a : 


(9) | ze a 


(11) |a 二 sim x)dxr; 





eo 
0 | 这 本 di 
a | FEdz; 
V2 


(17) | Inzdz | 





(19) 上 ecoszdz ; 


8. 设 函 数 f(z) 在 La,b] 上 连续 ,求证 : 





2 
| 


(2) Bz) = | ds 


I 
sinz 
过 


hh mh 


dz . 


(4) 设 工 一 | sosd: 和 = | sined , 求 d 


| cc 一 sinpd: 
(2) lim 0 


zr 


(2) | sinzdz ; 
2 
(4) | edz : 
至 . 
(6) | sinzcos3zdz ; 


: 
(8) | Sdz; 





0 
1 
(10) | etter™ 


1 
(12) 一 dz 


V3 1 
a | x 人 


dz ; 


(16) | zedz 
(18) | .zsinzdzr， 


(20) | jazdz 


| far CC 一 o| fla 和 


9. 设 f(z) 是 周期 为 了 的 连续 函数 , 试 证 | ”7(z)dz 的 值 与 a 无 关 . 


10. 判断 下 列 广义 积分 的 敛 散 性 : 


GD dr; 


3 . i 


oo 
(5B 上 exzsinzdzr ; 


(6) 上 1 


(2) | cosxdx ; 


| Tdr; 





er 十 ez a 


第 五 章 定 积 分 攻 思 四 


11. 求 由 下 列 曲线 所 围 成 的 平面 图 形 的 面积 : 


(1)y 一 zy 一 27z 及 yy 一 2; (2) y 一 字 x 一 zy 一 cosz 及 yy 轴 ; 
2 

(3)y 二 x,y 二 (zx 一 2 及 z 轴 ; (了 一 

(光一 太 干 兴 < 有 (0) y 一 二 ,y 一 z 及 zx 一 2， 


12. 求 由 下 列 曲线 围 成 的 平面 图 形 绕 指 定 轴 旋转 所 得 旋转 体 的 体积 : 

(1) wy 二 4z= 13z 二 3 及 y= 二 0, 绕 zz 轴 ; 

(2) (zx 一 5? 十 yy 二 16, 绕 y 轴 ; 

(3)y 二 zy 三 1 及 x 二 0, 分 别 绕 z 轴 、y 轴 ; 

(4) y 二 x 及 y 二 2x, 分 别 绕 z 轴 、y 轴 . 

13. 有 -_- 圆 台 形 的 水 池 , 深 0m, 上 .下 口 半径 分 别 为 20m 和 10m. 车 将 其 盛 满 的 水 全 部 抽 尽 , 需 做 多 
少 功 ? 

14. 直径 为 20cm, 长 为 80cm 的 圆柱 形容 器 内 ,充满 压强 为 98N/cm? 的 蒸气 . 若 温 度 保 持 不 变 ,要 使 
蒸气 的 体积 缩小 一 半 ,需要 做 多 少 功 ? 

15. 形状 为 等 腰 梯 形 的 垂直 闸门 ,上 底 为 tm, 下 底 为 2m, 高 3m, 露 出 水 面 lm, 求 此 时 间 门 承受 的 


压力 . 
16. 假设 在 试验 过 程 中 测 得 某 患 者 血液 中 胰岛 素 的 浓度 (mL ) 为 
10t 一 万 ， 0 过 1 过 5(min) 
CO) -1 i 
25G 2 t > 5(min) 


求 一 小 时 内 血液 胰岛 素 的 平均 浓度 . 
17. 设 口服 某 种 药物 后 ,其 体内 药物 浓度 与 时 间 的 关系 满足 C(7) 二 40(e " “一 e“”“) , 试 求 整个 用 药 
过 程 中 血 药 浓度 (即时 间 曲 线 下 的 总 面积 AUC ). 


( 吕 兴 汉 刘 启 责 ) 


积分 最 重要 的 应 用 就 是 微分 方程 . 物理 学 
家 和 社会 科学 家 常 使 用 积分 来 解决 他 们 在 各 
自 领 域 中 模拟 各 种 现象 而 产生 的 微分 方程 . 研 
究 者 通过 对 不 同 微 分 方程 的 分 析 , 可 以 洞察 捕 
食 者 和 猎物 的 数量 关联 ,如 非洲 的 狮子 和 羚 
羊 \ 人 口 增 长 问题 等 . 





-第 城 章 一 常 微分 万 程 基础 


常 微 分 方程 有 着 深刻 而 生动 的 实际 背景 , 它 从 生产 实践 与 科学 技术 中 产生 ,又 成 为 现代 科学 技术 分 
析 问 题 与 解决 问题 的 强 有 力 工具 . 该 课程 是 与 微 积分 一 起 成 长 起 来 的 学 科 , 在 医药 学 .生物 学 .工程 力学 、 
流体 力学 .经 济 学 等 领域 有 广泛 的 应 用 . 

函数 是 客观 事物 的 内 部 关系 在 数量 方面 的 反映 ,利用 函数 关系 可 以 对 客观 事物 的 规律 进行 研究 . 但 
是 在 大 量 的 实际 问题 中 ,特别 是 在 医药 学 的 研究 过 程 中 ,往往 不 能 直接 找 出 所 需要 的 函数 关系 ,而 依据 问 
题 所 提供 的 信息 ,有 时 可 以 列 出 含有 要 找 的 函数 及 其 导数 的 关系 式 . 这 样 的 关系 式 就 是 所 谓 的 微分 方程 
(differential equation). 微分 方程 建立 后 对 它 进 行 研究 , 找 出 未 知 函数 来 ,这 就 是 解 微分 方程 .本 章 主要 介 
绍 微分 方程 的 基本 概念 , 几 种 常用 的 解法 及 其 在 医药 学 中 的 应 用 . 


第 一 节 ”微分 方程 的 基本 概念 


一 、 引 例 


例 6-1 人 口 增长 模型 . 
在 有 充足 的 营养 .没有 各 种 意外 发 生 、 增 长 不 受 限 制 的 理想 状态 下 ,人 口 的 增长 正比 于 人 口 现 有 规 


模 . 设 P 人 口 数量 ( 因 变 量 ),z 时 刻 ( 自 变量 ). 则 人 口 的 增长 率 为 中 ,在 理想 状态 下 有 


dP 


一 AP 


其 中 为 比例 常数 

这 就 是 个 微分 方程, 它 包 含 着 未 知 函 数 P 和 它 的 导数 时 

一 个 函数 的 导数 和 原来 的 函数 之 间 是 倍数 关系 ,我 们 自然 联想 到 指数 函数 . 若 尸 = Ce* , 则 PCD) 一 
Clke*) 一 ARCCex) 一 AP(GD) , 故 已 = Ce* 是 方程 的 解 . 当 C 变 化 时 ,我 们 得 到 一 簇 解 .但 人 口 数 是 正 值 ,所 
以 我 们 只 取 C > 0 的 解 . 令 :一 0 , 则 PC0) 一 C. 因 此 C 为 初始 人 口 数 

在 上 述 模型 中 , 若 人 口 数量 己 > 0 ,比例 常数 上 > 0 , 则 P'G) > 0 ,说 明 人 口 增长 率 总 是 大 于 0 ,并 
随 着 人 口 数 的 增 大 而 增 大 . 对 于 细菌 .动物 在 理想 状态 下 的 变化 也 有 此 特点 . 但 现实 环境 是 资源 有 限 
的 , 刚 开始 时 人 口 数量 会 增加 , 呈 增 长 趋势 , 即 已 较 小 时 ,有 
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第 六 章 ” 常 微分 方程 基础 


裤 = 刀 >0 (6-1) 
当 人 口 数 量 增长 到 最 大 负荷 K 以 后 有 
守 <0 (6-2) 
基于 以 上 两 点 ,我 们 构造 以 下 模型 ; 
于 = 让 (1 一 去 ) (6-3) 


这 也 是 一 个 微分 方程 . 注意 : 当 尸 比 K 小 很 多 时 , 去 接近 0, 这 时 后 汪 AP > 0 , 即 为 理想 模型 ; 当 人 
口 数量 增长 到 一 定数 量 后 , 随 着 人 口 数量 了 的 增加 ,增长 率 下 降 , 当 了 二 K 时 ,人 口 增长 率 为 0; 当 PK 
时 ,这 时 时 二 0 ,人 口 数量 为 负增长 . 这 个 模型 很 好 地 描述 了 现实 生活 中 人 口 数量 的 变化 . 


二 、 微 分 方程 的 基本 概念 


在 例 6-1 中 ,方程 (6-1) 和 方程 (6-3) 都 含有 未 知 函 数 的 导数 ,因此 是 微分 方程 . 当 未 知 函 数 为 一 元 函 
数 时 , 称 为 常 微分 方程 (ordinary differential equation) ; 当 未 知 函 数 为 多 元 函数 时 ,方程 中 出 现 偏 微分 , 故 
称 为 偏 微分 方程 (partial differential equation). 例如 ， 


2 一 02 2 ( 称 为 热传导 方程 ) 


oa? 了 2 
十 3 二 0 ( 称 为 Laplace 方 程 ) 


本 章 仅 讨论 常 微分 方程 ,并 简称 为 微分 方程 . 
微分 方程 中 出 现 的 未 知 函 数 的 最 高 阶 导数 的 阶 数 , 称 为 微分 方程 的 阶 . 例如 ,微分 方程 中 (6-1) 和 方 


程 (6-3) 是 一 阶 微分 方程 ,方程 和 学 十 4 至 = sinz 是 二 阶 微分 方程 ,而 y 十 20y)4 一 2zt 是 三 阶 微分 


方程 . 

能 使 微分 方程 成 立 的 函数 称 为 微分 方程 的 解 . 如 果 微分 方程 的 解 中 所 含 任意 常数 相互 独立 , 且 常 数 
的 个 数 与 微分 方程 的 阶 数 相同 , 则 称 为 通 解 ; 当 通 解 中 的 任意 常数 取 确 定 值 时 称 为 特 解 . 

微分 方程 的 通 解 是 给 出 符合 某 些 条 件 的 一 类 函数 ,如 果 要 确切 地 反映 客观 规律 ,必须 将 通 解 中 的 任 
意 常 数 确定 下 来 . 因此 ,要 给 予 用 来 确定 常数 的 条 件 一 一 初始 条 件 . 在 实际 问题 中 ,初始 条 件 往往 通过 分 
析 问 题 的 背景 而 得 到 . 

微分 方程 的 通 解 在 几何 上 表示 以 任意 常数 为 参数 的 曲线 族 . 其 中 的 曲线 称 为 微分 方程 的 积分 曲线 ， 
它们 相互 平行 . 特 解 便 是 曲线 族 中 满足 初始 条 件 的 这 条 积分 曲线 . 

例 6-2 判断 下 列 函 数 是 否 为 微分 方程 y 十 4zy = 0 的 解 . 并 确定 是 通 解 还 是 特 解 . 

(Dy=Ce” ; (2)y=—6e” ; (3)y=Ce™. 

解 (1) 将 y 二 Ce” 及 它 的 导数 y 一 4Cre” 代入 微分 方程 ,得 

4Cre” +4Cre” = 8Cre™ #0 

所 以 , y 一 Ce 不 是 微分 方程 的 解 

(2) 将 y = 一 6e*” 及 它 的 导数 y 二 24ze *” 代入 微分 方程 ,得 

24zer2 +4r(—6e*)=0 

所 以 , y = 一 6e ” 是 微分 方程 的 解 . 由 于 它 不 含 任意 常数 ,所 以 是 微分 方程 的 特 解 . 

(3) 将 y 一 Ce” 及 它 的 导数 y 一 一 4Cze ” 代入 微分 方程 ,得 

一 4Cze2 +4r(Ce*™ )=0 

所 以 , y = Ce 是 微分 方程 的 解 . 由 于 它 含 一 个 任意 常数 ,与 微分 方程 的 阶 相同 ,所 以 是 微分 方程 的 
通 解 . 
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第 二 节 ”一 阶 微分 方程 


一 、 可 分 离 变量 的 微分 方程 
对 于 形 如 
$2 = f(z) + gly) (6-4) 
的 微分 方程 , 称 为 可 分 离 变量 的 微分 方程 . 此 类 微分 方程 的 特点 是 :方程 的 一 侧 是 未 知 函 数 的 导数 , 另 一 


侧 是 只 含 <( 自 变量 ) 的 函数 f(z) 与 只 含 y( 因 变量 ) 的 函数 的 乘积 g(y) . 
解 此 类 方程 ,首先 将 方程 (6-4) 改 写成 


0 f lz)dzr 
g(y) 
即将 自 变 量 z 的 微分 及 函数 与 因 变 量 y 的 微分 及 函数 分 置 于 等 式 的 两 侧 , 这 就 称 为 可 分 离 变量 , 
然后 ,两边 积 分 ,得 
dy 一 
| = | madz 
由 此 可 得 到 微分 方程 (6-4) 的 通 解 . 


例 6-3 求 微分 方程 入 一 2zy 的 通 解 
解 当 y 关 0 时 ,将 原 方程 分 离 变量 ,化 为 


dy 2zdz 
学 
两 边 积分 ,得 
In| y| 三 十 Gi 
即 
|y|= ee 
或 


y = 土 ee* = Ce (C#0) 
容易 证 明 y 二 0 也 是 方程 的 解 ,于 是 微分 方程 简 = 2zy 的 通 解 为 
y 一 Cer 
为 简便 起 见 ,通常 将 “In| y| ”写成 “Iny ”, 将 “Ci ”写成 “lnC ”, 就 能 直接 得 到 “ y 一 Ce” ”形式 
的 解 | 
注意 用 g(y) 除 方程 (6-4) 的 两 侧 时 ,可 能 丢失 使 g(y) = 0 的 解 , 故 通常 通 解 并 不 一 定 包含 方程 的 


全 部 解 . 例如 ,微分 方程 9? = 2zy 的 通 解 y= Ce” 中 不 包含 y= 0 的 解 


例 6-4 求 微分 方程 yty 十 er ”= 0 的 通 解 和 当 y| ,1 二 0 时 的 特 解 . 
解 ” 原 方程 分 离 变 量 后 ,化 为 
yey dy =— erdx 
两 边 积 分 ,得 到 以 隐 函 数 表示 的 通 解 
1 1 


3 一 一 er 十 C 或 本 8 t=C 


将 初始 条 件 : x 一 1，y = 0 代入 上 式 ,得 C 一 十 e 于 是 特 解 为 


上 十 一 击 十 e 或 ” 妓 韦 2 二 号 


例 6-5 求 微分 方程 人 2 一 一 ztan 学 的 通 解 


解 ” 这 不 是 可 分 离 变 量 的 微分 方程 ,用 z 除 以 等 式 两 边 , 得 


dgy_y 也 
了 过 十 tan 亲 


令 y= xx , 则 型 = “十 xz 于 , 原 方程 化 为 


& 十 工科 二 w+ tanu 


成 为 可 分 离 变量 的 微分 方程 . 分 离 变量 ,得 
dz 
cotudu 一 一 


积分 后 ,得 
lnsinu 一 lnz 十 lnC 或 sinu = 二 Cr 
于 是 原 微 分 方程 的 通 解 为 


sin 之 一 Crz 
pe 
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这 类 可 化 为 肪 二 g( 半 ) ”形式 的 方程, 称 为 齐 次 方程. 通过 变换 u 一 学 ,总 能 将 齐 次 方程 化 成 可 分 


离 变 量 的 微分 方程 . 读者 可 自行 推导 齐 次 方程 通 解 的 一 般 形式 . 
例 6-6 求 微分 方程 (y')? = y 的 通 解 . 
解 ” 原 方程 即 y == 土 Vy ,分 离 变 量 ,化 为 


dy = 土 dz 
J 
积分 后 得 通 解 
2Vy == 土 x 十 C 或 4y== (zx 十 C0)? 
积分 曲线 为 开口 向 上 的 抛物 线 族 . 
二 、 一 阶 线性 微分 方程 
方程 


外 dy 


(6-5) 


称 为 一 阶 线性 微分 方程 , 式 中 的 Q(z) 称 为 非 齐 次 项 . 当 Q(z) = 0 时 , 称 为 一 阶 齐 次 线性 微分 方程 . 


先 讨 论 如 何 解 一 阶 齐 次 线性 微分 方程 
鹅 +PCz)y 一 0 
将 微分 方程 (6-6) 分 离 变 量 ,得 
=— P(z)dr 
两 边 积分 后 ,得 到 微分 方程 (6-6) 的 通 解 
Iny =— |P(z)dr +InC 
y= Ce las 


其 中 C 为 任意 常数 . 


(6-6) 


下 面 研究 如 何 应 用 齐 次 微分 方程 (6-6) 的 通 解 , 求 非 齐 次 微分 方程 (6-5) 通 解 的 方法 . 将 微分 方程 (6-5) 


写成 


的 形式 后 ,两 边 积分 ,得 
Iny=| Qar 一 |Pcadz 
即 
y = ol ,JP ow 
函数 式 中 , ej 虽然 无 法 求 得 ,但 仍 是 z 的 函数 , 记 为 CCz) , 则 
y= Cr)e je 


(6-7) 


为 微分 方程 (6-5) 的 解 .通过 比较 可 知 ,将 微分 方程 (6-6) 的 通 解 中 的 任意 常数 C , 换 成 CCz) 后 ,只 要 求 出 
这 个 未 知 函数 C(z) ,就 得 到 微分 方程 (6-5) 的 解 . 将 任意 常数 C 换 成 待定 函数 C(z) ,这 种 求解 微分 方程 


的 方法 , 称 为 常数 变易 法 . 
例 6-7 求 微分 方程 入 一 y = xz 的 通 解 


解 ” 方 程 可 化 为 一 阶 线性 微分 方程 
d ee yy es 
人 
将 与 它 相对 应 的 齐 次 方程 罚 一 闻 一 0 分 离 变量 得 
dy_ dz 
y x 
积分 后 得 齐 次 方程 的 通 解 
lny 王 lnz 二 InC 或 y= 二 Cz 
应 用 常数 变易 法 ,有 
y 二 Cl(r)x 和 y=C zz 十 CCz) 
代入 原 方程 ,得 
zx[C (x)ri+Cr))— Cr r= zi 
即 
C'(z) 一 工 


因此 , CCz) 一 写 十 C . 于 是 原 微分 方程 的 通 解 为 
y 一 5 十 Cr 
对 于 微分 方程 (6-5) 直 接应 用 常数 变易 法 ,对 式 (6-7) 求 导 , 得 
y =C rel de — pcel oe = C(x)el He P(r)y 

将 式 (6-7) 式 (6-8) 代 入 微分 方程 (6-5) ,得 

Cx)e lH = Q(x) 
即 

C(x) = Q(x) » dP 
两 边 积 分 ,得 

CRY = | Q(z) .aejzaudz 十 C 
代入 式 (6-5) ,得 到 非 齐 次 微分 方程 (6-5) 的 通 解 公 式 : 
末 宇 [Po (ac 。 eedz 十 C) 


(6-8) 


(6-9) 


第 六 章 常 微分 方程 基础 上 


其 中 , 令 C=0 ,得 ?一 erow|Qcz) .ej?owdz ,为 微分 方程 (6-5) 的 特 解 ;而 y 一 Ce em 为 微分 方程 


(6-6) 的 通 解 . 因此 ,一 阶 非 齐 次 线性 微分 方程 的 通 解 由 两 项 组 成 ,一 项 是 对 应 的 齐 次 微分 方程 的 通 解 , 另 
一 项 是 这 个 非 齐 次 微分 方程 的 一 个 特 解 . 


下 面 应 用 公式 (6-9) 解 例 6-7, 方 程 中 , P(x) 汪汪 ， Q(z) 二 x ;而 
|Pcodz i 由 ES 


JQ .jeoasdz = | zedz 二 |zdz a 4+C 
代入 公式 (6-9) ,得 通 解 
jnz ES 党 
?一 晤 (于 十 Cj= 汪 十 Cr 
例 6-8 求 微分 方程 y 十 y = ye™ 的 通 解 . 
解 ”显然 这 不 是 一 阶 线性 微分 方程 . 但 是 以 y* 除 方程 两 边 , 得 


-2 dy a 
y rt e 


由 于 是 Or = 一 半 型 , 令 w 一 六 , 则 原 方程 化 为 的 一 阶 线性 微分 方程 


应 用 公式 (6-9) 可 求 得 方程 的 通 解 


将 站 仍 换 成 y: ,得 原 微 分 方程 的 通 解 
到 cry 十 Cery = 二 1 
一 般 形式 为 

Fy Qe 


的 微分 方程 , 称 为 伯 努 利 方程 . 设 二 y”, 就 能 将 它 化 成 的 一 阶 线性 微分 方程 ; 求 得 通 解 后 ,将 仍 换 
成 y“” , 便 得 到 原 微分 方程 的 通 解 . 

在 解 某 些微 分 方程 时 ,可 以 通过 适当 的 换 元 ,将 原 方程 化 成 较 易 求解 的 微分 方程 ,再 由 此 方程 的 解 得 
到 原 方程 的 解 . 这 是 解 微分 方程 时 常用 的 技巧 . 


第 三 节 ”可 降 阶 的 微分 方程 


二 阶 和 二 阶 以 上 的 微分 方程 称 为 高 阶 微分 方程 . 其 中 某 些 特殊 类 型 的 高 阶 微分 方程 ,可 以 应 用 降 阶 
法 ,通过 适当 的 变换 ,转化 成 低 一 阶 的 微分 方程 求解 . 


一 、y” 二 f(z) 型 的 微分 方程 


这 类 微分 方程 的 右 端 仅 含有 自 变 量 ,不 含 未 知 函数 及 它 的 低 于 阶 的 各 阶 导数 (或 微分 ). 将 方程 改写 成 
dy = f(x)dz 
两 边 积分 后 ,得 


yo = | f(r)dzt 0 
将 上 式 改 写成 
dye2 = (| Fadz+Cn)dz 
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积分 后 ,得 
六 | dz| FCz)dz 十 Ciz 十 C， 
以 此 类 推 , n 次 积分 后 ,得 
= wi OL .Cp je # 4 
y= |dz |f Wat iz Rd 


da 
n 次 
Y 人 Pe Be Pe / __ | 
记 C CT 一 全 三 家 1 Cril 二 CnisCn 二 C，. 可 得 
y= |dz i 于 
ey 
n 次 
为 原 微分 方程 的 通 解 . 


例 6-9 求 微分 方程 y == ec 满足 初始 条 件 :y| :一 y | :一 y | -一 0 的 特 解 . 
解 将 微分 方程 两 边 积 分 ,得 


= 二 er 四 全 | 


应 用 初始 条 件 ,得 C 一 一 二 e .代入 上 式 ,得 


再 次 两 边 积分 ,得 
dp da 
也 三 pe ier+tC 





将 初始 条 件 代入 ,得 Cs = 一 点 ee 十 二 ee . 代 人 上 式 并 积分 ,得 
> 一 六 e” er es 十 二 ez 十 Cs 
由 初始 条 件 确定 ，C; 一 一 三 e 十 元 十 十 e 一 凸 e ,得 到 原 微分 方程 的 特 解 : 
> 一 访 er = — Ber + -Lez = 征 ee 二 二 一 二 


二 、y 二 f(zx,y ) 型 的 微分 方程 


这 类 微分 方程 的 右 端 不 含 未 知 函 数 y. 设 y = p(z) , 则 = p'(z) ,代入 原 方程 后 ,得 到 函数 p(x) 
的 一 阶 微分 方程 
p’ (zx) = f(zx,p) 
解 这 个 微分 方程 ,得 到 函数 p(x) . 也 就 是 函数 y 的 一 阶 微分 方程 
= p= p(zr,C) 
于 是 , 原 方程 的 通 解 为 
y= |p(z,C)dr + 


例 6-10 求 微分 方程 xy 十 2y = zx? 满足 初始 条 件 : x 二 2 , y = 一 1 , y = 2 的 特 解 . 
解 设 y = p(z) , 则 y== p(x) ,代入 原 方程 后 ,得 一 阶 微分 方程 
Xp 十 2p= 二 x 或 pp 十 2t1p= 二 广 
这 是 一 阶 线性 微分 方程 ,应 用 公式 解 得 
Gi 1 


di 
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以 z= 二 2,p 二 y= 二 2 代入 ,得 Ci = 二 4. 从 而 有 


分 离 变 量 后 积分 ,得 原 方程 的 通 解 
4 
和 十 和 十 Gs 


以 x 一 2，y 一 一 1 代入 ,得 C: 一 村 .于 是 微分 方程 的 特 解 为 





4 Ix 1 
yo 
三 、y 二 f(y,y ) 型 的 微分 方程 
这 类 微分 方程 的 右 端 不 含 自 变 量 z. 将 y = p(xz) 代入 原 方程 后 ,得 到 的 微分 方程 中 含 两 个 未 知 函 
数 ,无 法 求解 . 如 果 将 p(x) 看 成 复合 函数 pp = 二 pLy(z)] , 则 
rdp_ dp.dy_ sp 
yy Pay 
代入 原 方程 后 ,得 到 一 阶 微分 方程 
p= fp) 
解 这 个 微分 方程 ,可 以 得 到 p 关于 yy 的 函数 
$Y — p= ply,C) 
分 离 变 量 后 积分 ,得 到 原 微分 方程 的 通 解 


i 
| 二 Te 


例 6-11 求 微分 方程 2yy 十 (> )? = 0 的 通 解 . 
全 设 Y = 名 , 则 原 方程 化 为 


2yp 号 十 过 =0 


由 上 式 得 pp 二 0 和 2y 十 p 一 0 . 将 第 二 个 方程 分 离 变量 后 积分 ,得 通 解 
多 网 


mp 一 一 去 mly| 十 nC， 或 = -上 
By 


当 C1 = 0 时 , p 二 0 ,为 特 解 ,因此 ,只 要 解 微分 方程 
dy Ci 
dr VyT 
即 可 . 对 微分 方程 按 y 二 0 , y 二 0 分别 分 离 变 量 及 积分 ,最 后 得 通 解 
(Ciz+C)i,y>0 
,| pW ed. 
容易 验证 , > 二 0 也 是 原 方程 的 解 . 
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一 、 二 阶 线 性 微分 方程 解 的 结构 
微分 方程 
y++plr)y +aq(r)y = f(z) (6-10) 


区 用 让 学 





称 为 二 阶 线性 微分 方程 . 若非 齐 次 项 f(z) 二 0 , 则 称 微分 方程 
y+plz)y 十 gCz)y 一 0 (6-11) 
为 齐 次 的 ,否则 称 为 非 齐 次 的 . 
定理 6-1 若 mm (z)，y (z) 都 是 二 阶 齐 次 线性 微分 方程 (6-11) 的 解 , 则 y(z) = Ciyi(Cz) 十 Czyz(z) 
也 是 微分 方程 (6-11) 的 解 ,其 中 , C 和 C; 为 任意 常数 . 
证 明 由 于 yi1(zx) ,yz(《zx) 都 是 微分 方程 (6-11) 的 解 , 所 以 
Yi plr)yit+ qz) =0, ys plr)yst qz)y = 0 
以 y= 二 Ciyi(z) 十 Czyz《z) 及 它 的 一 阶 和 二 阶 导数 
y = Ciy1(z) + Cey s(x) 
YY = CYyi(z) + Cy lz) 
代入 微分 方程 (6-11) 的 左 端 ,得 
(Ciyit Cays) tt pr) Ciy'it Coy2) + q(x) (Ciyi 十 Coy) 
= CCyi+plr)y i 二 qr)yi)+ Cy plr)y'st qr)y) = 0 
这 个 性 质 称 为 解 的 全 加 原理 ,是 线性 微分 方程 所 特有 的 . 
根据 定理 6-1, 将 微分 方程 (6-11) 的 两 个 解 y ,yy 区 加 起 来 ,得 到 的 函数 y = Ciy 十 Czyz 也 是 微分 
方程 (6-11) 的 解 . 虽然 在 y 中 含有 两 个 任意 常数 ,然而 它 不 一 定 是 微分 方程 的 通 解 . 例如 , 当 y = kyz 时 ， 
SR 入 二 Ciy1 十 Cz yz = Ciky; 十 Coy i (CIR 十 C2z ) ys == Cy? 


实际 上 ,只 含有 一 个 任意 常数 ,因此 ,不 是 微分 方程 的 通 解 .只 有 当 取 衣 (上 为 常数 ) 时 , C1 ,Cs 才 是 两 


个 相互 独立 的 任意 常数 ,于 是 y 三 Ciyi 十 Czyz 是 微分 方程 的 通 解 . 
当 两 个 函数 m Cz)，y(z) 的 比值 等 于 常数 时 , 称 它 们 线性 相关 ,否则 称 它 们 线性 无 关 . 
定理 6-2 若 wm(Cz)，y(z) 是 二 阶 齐 次 线性 微分 方程 (6-11) 的 两 个 线性 无 关 的 解 , 则 y(z) = 
Ciy(Cz) 十 Czyz(Z) 是 微分 方程 (6-11) 的 通 解 , 其 中 , C 和 C。 为 任意 常数 . 
定理 6-3 车 y* (z) 是 非 齐 次 线性 微分 方程 (6-10) 的 一 个 特 解 , Y(z) 是 与 它 对 应 的 齐 次 线性 微分 
方程 (6-11) 的 通 解 , 则 y(Cz) = 二 Y(z) 十 y* (z) 是 二 阶 非 齐 次 线性 微分 方程 (6-10) 的 通 解 . 
定理 6-4 若  (z) 是 非 齐 次 线性 微分 方程 
y+plzr)y 十 g(Cz)y 王 万 (z) 
的 解 , y (xz) 是 非 齐 次 线性 微分 方程 
y+plzr)y 十 goCz)y 一 户 (z) 
的 解 , 则 y(Cz) = y1(z) 十 %(z) 是 非 齐 次 线性 微分 方程 
y+plr)y 十 aCz)y 一 万 (z) 十 户 (z) 
的 解 . 
定理 6-4 说 明 , 当 非 齐 次 线性 微分 方程 的 非 齐 次 项 由 几 个 函数 相 加 组 成 时 ,可 分 成 几 个 较 简 单 的 方 
程 分 别 求解 ,然后 将 它们 又 加 组 成 原 方程 的 解 . 
以 上 定理 请 读者 自行 证 明 . 
二 阶 以 上 的 线性 微分 方程 的 解 有 着 与 此 类 似 的 性 质 . 
二 、 二 阶 常 系数 齐 次 线性 微分 方程 
二 阶 常 系数 齐 次 线性 微分 方程 的 一 般 形 式 为 
y+py’ 十 ay 一 0 (6-12) 
其 中 , p,g 为 常数 . 由 定理 6-2, 如 果 能 求 出 微分 方程 (6-12) 的 两 个 线性 无 关 的 特 解 , 则 它们 的 线性 组 合 就 
是 方程 的 通 解 . 


在 解 一 阶 常 系数 齐 次 线性 微分 方程 时 ,得 到 它 的 通 解 为 指数 函数 y 二 Ce jxee . 受 此 启发 ,假定 微分 
方程 (6-12) 也 有 指数 函数 形式 的 解 , 即 > 一 er 是 微分 方程 (6-12) 的 解 , 则 将 > 一 ef 和 yy 一 re ,y 一 疡 er 
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代入 微分 方程 (6-12) 后 ,得 到 的 等 式 
er (好 十 加 十 dg) 一 0 
应 该 成 立 . 由 于 er 关 0 ,所 以 , 若 上 述 等 式 成 立 , 则 必 有 
7 二 pr 二 gq=0 (6-13) 
成 立 . 当 7 为 一 元 二 次 代数 方程 (6-13) 的 根 时 ,等 式 (6-13) 必 成 立 , 从 而 y = e 是 微分 方程 (6-12) 的 解 . 通 
常 称 代数 方程 (6-13) 为 微分 方程 (6-12) 的 特征 方程 . 它 的 两 个 根 为 


p+tvp—1g “4 (6-14) 


Via = 


称 为 微分 方程 (6-12) 的 特征 根 . 
下 面 根据 判别 式 pr? 一 4g 的 不 同情 况 , 讨 论 微 分 方程 (6-12) 通 解 的 一 般 形 式 . 
(1) 疡 一 4g 之 0 时 ,特征 方程 有 两 个 不 相等 的 实 根 关 7i .由 于 和 = ee 尖 常 数 ,所 以 ,微分 方 


e"2 
程 (6-12) 有 两 个 线性 无 关 的 特 解 : y 二 er* 和 ys = ezz . 于 是 微分 方程 (6-12) 的 通 解 为 
y= Cenz 十 Coe2z 


(2) p? 一 4g 二 0 时 ,特征 方程 有 两 个 相等 的 实 根 六 = rs = 一 务 .由 特征 方程 只 能 得 到 微分 方程 (6- 


12) 的 一 个 特 解 : y1 = e” 二 6 了 . 设 y 二 u(x)e” 为 微分 方程 (6-12) 的 另 一 个 特 解 , 则 当 x(z) 不 恒 等 于 常 
数 时 , yi 与 yz 线性 无 关 . 为 了 确定 wCz) ,将 yz 及 它 的 一 阶 导 数 、 二 阶 导 数 
yz = [vu (x) ru lz) Je” 
yz = [7) + 2m (x) + rulr) Je” 
代入 微分 方程 (6-12) ,整理 后 得 
[wz) 二 C2r 二 pu (xz) 十 (7 十 Pr 十 gq)ulzx)jJe*” 一 0 





即 
迪 (z) 十 (2r 十 加 wz) 十 (于 十 困 十 ozxCz) 一 0 
因为 > 是 特征 方程 的 根 , 且 等 于 一 妈 ,所 以 
Wrz)=0 
两 次 积分 后 ,得 
wz) 二 Az 十 BC(A,B 为 任意 常数 ) 
x(Z) 不 能 为 常数 ,不 妨 取 A = 1,B == 0, 则 ys == ze” .于 是 微分 方程 (6-12) 的 通 解 为 
有 王 (C1 十 Coz)er 
(3) 兰 一 49<0 时 ,特征 方程 有 一 对 共 斩 复 根 
_—p+tiv4g—p a 
和 士 





[2 


iB 
由 于 Ee 一 elei ez 一 e 入 天 常数 ,所 以 微分 方程 (6-12) 有 两 个 线性 无 关 的 特 解 ; y 二 eT?* 和 yy 一 
ez ,然而 ,这 两 个 解 为 复数 形式 . 为 了 便于 应 用 ,可 以 根据 欧 拉 公式 
ez 一 cosg 十 ising 

将 ,ya 化 为 

YW = eH = er (cosBr 十 isin8r) 

和 

3 一 eq gz 一 er (cosBr 一 isin8r) 

由 x 和 ys 组 合 得 到 的 函数 





EN 下 用 广 5% 


也 是 微分 方程 (6-12) 的 解 , 且 站 二 cothr ,不 是 常数 . 于 是 ,微分 方程 (6-12) 的 通 解 为 
yy 一 er (Cicosar + Csingr) 
综合 上 述 讨论 ,对 于 二 阶 常 系数 齐 次 线性 微分 方程 ,只 要 求 出 它 的 特征 根 ,就 能 得 到 它 的 通 解 ,不 必 
进行 积分 . 为 了 便于 应 用 ,将 讨论 结果 列表 总 结 如 下 ( 表 6-1). 





表 6-1 
特征 根 的 判别 式 特征 方程 也 十 pr 十 g == 0 的 根 微分 方程 Y 十 py 十 gy = 0 的 解 
加 一 4g 之 0 不 等 实 根 7l 关 2 y= Cien7 十 Czerzz 
p’—4g=0 相等 的 实 根 二 rs 一 一 马 一 (CI 十 Caz)er 
pr—4g<0 巷 复 根 14,2 二 a 土 论 y= er (CicosBr + Czsingr) 


例 6-12 求 微 分 方程 y 一 2y 一 3y = 0 满足 初始 条 件 z 二 0 时 , y = 1 ,yy = 3 的 特 解 . 
解 ” 与 微分 方程 对 应 的 特征 方程 为 
所 一 27 一 3 一 0 
解 得 两 个 不 等 实 根 : ri = 一 1 ,rs 一 3. 所 以 ,微分 方程 的 通 解 为 
yy 一 Cle= 十 Cze 
将 初始 条 件 代 入 y 和 它 的 导数 y = 一 Cie* 十 3Cze* ,得 方程 组 
CC:=1 
一 十 3C; 一 3 
解 得 C=0,C=1 .于 是 所 求 特 解 为 
y= ee 
例 6-13 求 微分 方程 Y 十 2y 十 5y = 0 的 通 解 . 
解 ” 与 微分 方程 对 应 的 特征 方程 为 
让 十 2r 十 5 二 0 
解 得 共 思 复 根 : 71,; = 一 1 土 2i. 于 是 微分 方程 的 通 解 为 
yy 一 exr(Cicos2z 十 Czsin2z) 
例 6-14 求 微分 方程 y 一 4y 十 y = 0 的 通 解 . 
解 ” 与 微分 方程 对 应 的 特征 方程 为 
rn 一 4r 十 1 二 0 


解 得 特征 根 一 x 一 元 . 于 是 微分 方程 的 通 解 为 


Ve (Ci 十 Cx) es 


第 五 节 ”微分 方程 在 医学 上 的 应 用 


20 世纪 60 年 代 以 来 ,高 等 数学 在 医药 学 中 的 应 用 日 益 广 泛 和 深入 . 随 着 生物 科学 的 数学 化 ,医药 学 
也 逐步 地 向 数学 化 方向 发 展 , 越 来 越 普遍 地 利用 数学 的 方法 来 解决 医药 学 在 深入 发 展 中 所 遇 到 的 各 种 问 
题 , 以 揭示 其 中 数量 的 规律 性 . 这 种 表示 医药 学 问题 中 各 变量 之 间 关 系 的 数学 方程 称 为 数学 模型 . 目前 不 
论 在 预防 医学 、 基 础 医学 还 是 临床 医学 中 ,都 已 出 现 了 一 批 医药 学 的 数学 模型 ,其 中 有 的 是 数理 逻辑 的 逻 
辑 表 达 式 ,有 的 是 一 般 的 数学 方程 式 (如 代数 方程 式 、 微 分 方程 式 、 积 分 方程 式 等 ) ,也 有 的 是 变量 之 间 相 
互 关系 的 图 像 和 表格 等 ,而 以 微分 方程 的 应 用 最 为 广泛 ,本 节 我 们 仅 就 微分 方程 在 医药 学 数学 模型 中 的 
应 用 做 一 简单 的 介绍 . 

建立 数学 模型 的 一 般 原则 是 从 实际 中 的 医学 数据 , 找 出 在 当前 知识 水 平 下 能 用 数学 表达 的 形式 ,这 
在 实践 中 所 用 的 方法 与 步骤 并 无 一 定 的 规则 , 由 于 医药 学 中 的 问题 ,一般 均 较为 复杂 ,影响 某 一 个 量变 化 


图 第 六 章 _ 常 械 分 方程 基 友 


的 因素 很 多 ,是 一 种 多 因素 的 问题 ,因而 建立 模型 之 前 必须 分 析 问 题 中 所 涉及 的 各 个 因素 之 间 的 主 次 ,所 
起 作用 的 大 小 以 及 相关 的 密切 程度 ,从 中 找 出 主要 的 ,起 决定 性 作用 的 .最 具有 代表 性 的 因素 ,来 建立 数 
学 模型 . 为 了 使 数学 模型 适合 实际 应 用 ,对 建立 的 模型 还 应 通过 反复 实践 ,逐步 加 以 修改 完善 ,以 求 得 到 
较为 满意 的 数学 模型 . 
一 、 人 口 增长 阻 滞 模 型 

人 口 的 增长 率 受 着 出 生 率 和 死亡 率 的 控制 ,而 出 生 率 和 死亡 率 又 受 自然 环境 ,物质 资源 ,卫生 条 件 、 
社会 制度 等 很 多 因素 的 影响 ,是 一 个 很 复杂 的 问题 . 为 了 使 问题 简化 ,我 们 研究 人 口 的 自然 增长 规律 . 

设 y= y(?) 是 在 时 间 t 时 刻 人 群 的 个 体 数 , n,m 分 别 表示 该 人 群 的 出 生 率 和 死亡 率 , 则 人 口 总 的 增 
长 率 为 
由 = (n—m)y 

十 分 明显 ,如 果 出 生 率 大 于 死亡 率 , 则 人 口 总 数 将 不 断 增 加 ,反之 人 口 总 数 将 逐渐 减少 . 如 果 设 n,m 
为 常数 ,日 nN 二 &@ su p> 0 , 则 上 式 为 


解 此 方程 ,得 
y= Ce” 

这 是 一 个 指数 增长 方程 式 , 随 着 时 间 的 增加 ,人 口 总 数 将 无 限制 地 增加 ,这 显然 是 不 符合 人 口 增加 的 
实际 情况 的 . 为 了 获得 较为 符合 实际 的 人 口 增长 模型 ,我 们 假定 出 生 率 (n) 和 死亡 率 (m) 都 是 人 口 总 数 的 
函数 , 且 是 线性 函数 . 这 就 是 说 , 当 人 口 总 数 增加 时 ,出 生 率 将 随 着 人 口 总 数 的 增加 而 减少 ,而 死亡 率 却 随 
着 人 口 总 数 的 增加 而 增加 , 即 

n=a—by, m= p+igqy 
式 中 a ,5 ,p,q 均 为 正 的 常数 , 则 
n—m= (a—by)— (pi+qy) = (a—p)— Lb+ay 


一 名 十 的 合计 一列 一 MB 一 狼 





CN hk Zz 


一 一 
i 一 0B 一 苏 


上 式 即 为 著名 的 阻 滞 方 程 . 现在 我 们 来 解 上 面 的 微分 方程 . 先 分 离 变 量 得 


d Fi 
rp 


利用 有 理 函 数 积分 的 方法 有 





| 1 | 
{= to;)y = haa 
lIny— ln(B—y) = Bt+i+C 
in 一 Bt 十 C 
y 
六 = EBC = 十 ew (二 pe e) 
所 以 ,微分 方程 的 通 解 为 





用 医用 高 等 数学 


此 模型 反映 了 人 群 增长 开始 时 是 缓慢 的 ,接着 加 速 , 最 后 又 变 慢 ,而 在 拐点 的 邻近 增长 最 快 . 
二 、 药 物 动力 学 室 模型 
在 药物 动力 学 中 ,常用 简化 的 室 模 型 来 研究 药物 在 体内 的 吸收 、 分 布 .代谢 和 排泄 的 时 间 过 程 ,最 简 
单 的 是 一 室 模型 ,把 机 体 设想 为 一 个 同 质 单元 来 处 理 . 
快速 静脉 推 注 一 次 快速 静脉 推 注 给 药 后 ,药物 立即 分 布 到 血液 .其 他 体液 及 组 织 中 ,并 达到 动态 平 


衡 ,在 这 种 情况 下 , 称 药物 的 体内 分 布 符合 一 室 模 型 , 
例 6-15 ”用 某 药 进行 静脉 推 注 , 其 血 药 浓度 下 降 是 一 级 速率 过 程 ,第 一 次 注射 后 ,经 一 小 时 浓度 降 至 


初始 浓度 的 , 问 要 使 血 药 浓度 不 低 于 初始 浓度 的 一 半 , 需 经 过 多 长 时 间 进 行 第 二 次 注射 ? 
解 ” 设 1 时 刻 血 药 浓 度 为 C= 二 C0) , 设 C| ,=Cu， 则 由 题 意 知 , 5 一 一 kC (为 一 级 速率 常数 ) , 且 


风 C,. 易 知 


C|,-: 王 
C Cee 
将 C| 一 :一半 烃 C\ 代 入 ,得 


k= lnV2 
从 而 有 


上 
C= Ce ™¥ 一 Co (Cems ) a Co ( 却 ) 。 


当心 = 加 时 , t 二 2. 即 经 过 2 小 时 要 进行 第 二 次 注射 


口服 给 药 ”图 6-1 表示 在 口服 给 药 时 的 室 模型 ,图 中 刀 为 所 给 的 药物 剂量 ; K。 为 吸收 速率 常数 , 即 
药物 从 吸收 部 ( 胃 肠 道 ) 进 入 全 身 血 压 循 环 的 速率 常数 ; 下 为 吸收 分 数 , 即 剂 量 中 能 被 吸收 计 入 血液 循环 
的 分 数 ; C 为 在 时 刻 上 血 中 药物 浓度 ; V 为 室 的 理论 溶剂 ,通常 称 为 药物 的 表 观 分 布 容积 ; K 为 消除 速率 
常数 , 即 所 给 药物 经 过 代谢 或 排泄 而 消除 的 速率 常数 . 


到 
图 6-1 


假设 吸收 和 消除 均 为 一 级 速率 过 程 , 在 时 刻 上 时 ,体内 的 药 量 为 z ,吸收 部 位 的 药 量 为 x。, 则 按照 图 
6-1 所 示 的 室 型 可 建立 如 下 的 数学 模型 


初 值 条 件 : + 一 0 时 , zx。 一 FD ,z 一 0 ,由 方程 
得 
代 人 方程 至 = Kz。 一 Kz ,有 

dz 


= KFDe:— Kz 
dt 


第 六 章 “ 常 微分 方程 基础 靶 滑 





即 


时 + Kz = KFDe 
这 是 一 个 一 阶 线性 微分 方程 , 解 此 方程 并 利用 初 值 条 件 得 
_ KFD 
= 
由 于 在 肌体 内 的 药 量 z 无 法 测定 ,常用 相应 时 间 的 血 药 浓度 来 代替 , 即 有 





z (eK— eK:). 


V 
代入 方程 中 得 
KFD SE 
Cm Rt e ua) 
该 方程 表示 了 药物 在 一 次 口服 剂 忆 后 的 血 药 浓度 C 随时 间 z 的 变化 曲 cc 
线 ,简称 Ct 曲线 ,如 图 6-2 所 示 . 交加 


静脉 滴 注 “假设 药物 以 恒定 的 .速率 K。 进行 静脉 滴 注 ， 
按 一 级 肃立 过 程 ( 速 率 常数 为 之 0) 消除 ,如 静脉 滴 注 丹参 注射 液 , 其 
某 种 成 分 在 血液 中 的 含量 的 变化 ,遵循 下 面 的 规律 . O 
设 在 时 刻 上 的 药 量 为 z = zx(z) , 则 在 体内 药 量变 化 的 速度 应 该 是 输入 图 6-2 
速度 与 消除 药 量 的 速度 之 差 , 得 方程 如 下 : 


站 |------- 


学 二 加 一 妈 
若 初 值 条 件 为 x |,-。 = 0 ,由 一 阶 线性 方程 的 解法 , 易 得 其 解 为 
Z 一 天 (1 一 e ) 
假定 该 药物 的 表 观 分 布 容 积 ( 室 的 理论 容积 ) 是 V. 则 血 药 浓 度 为 
Tr Bor 
C(t) = 地 二 奈 民 e*) 
如 果 将 剂量 为 De 的 药物 在 时 间 T 内 滴 注 完毕 , 则 体内 血 药 浓度 为 


— kur swy Do (ri a 
CW = e ) 一 玩 T( e™) 





其 稳定 血 药 浓度 为 
C= limC() = 和 


三 、 流 行 病 传播 模型 
如 果 感 染 通过 一 个 团体 内 成 员 之 间 的 接触 二 传播 ,感染 者 不 因 死亡 ,痊愈 或 隔离 而 被 移 除 , 易 感染 者 
最 终 将 成 为 感染 者 , 则 由 此 建立 的 模型 称 为 无 移 除 的 简单 模型 . 某 种 上 呼吸 道 感染 可 近似 地 表示 这 样 一 
种 疾病 的 流行 . 
计时 刻 t 的 易 感染 人 数 分 别 为 S,I ,并 假设 一 个 团体 是 封闭 的 ,总 人 数 为 N ,不 妨 假定 开始 只 有 一 个 
感染 者 , 且 团体 中 个 成 员 之 间接 触 均 匀 , 因 而 感染 者 的 变化 率 和 易 感 染 者 转化 为 感染 者 的 变化 率 与 当时 
的 易 感染 人 数 和 感染 人 数 的 成 绩 成 正比 . 根据 以 上 假定 ,可 建立 以 下 数学 模型 : 


dI 
Be 
dS 
pe 
S++I=N 


初 值 条 件 I | = 一 1]， 8 为 感染 率 (常数 ) , 解 方程 


机 和 





dl _ a 
ee BI(N—D 
分 离 变 量 后 两 边 积分 
dT -一 
We = | 
得 
Nn 一 Bt 十 C 
因为 1|,-o = 1 , 代 人 上 式 得 
ON 
下 N 
从 而 得 
二 mn 二 二 = DN Ey 
即 得 感染 人 群 的 模型 为 
a 
1 二 (NO—1)e™ 
为 Logistic 模型 
另 一 方面 ,为 了 得 到 易 感染 人 群 转化 为 感染 人 群 的 变化 情况 模型 , 解 方 程 
dS _ a 
BCN—S) 
分 离 变 量 后 两 边 积分 
SCN 一 S) 
得 
六 ms 一 一 8 十 C 
因为 S | = (NC—D | 一 六 一 1 ,代入 上 式 得 
C= ln(N— 1) 
N 
从 而 得 
二 Im 5 = Bt + NL 
~ NCN 一 1) 
(CN 一 1) 十 ep 


这 个 结果 描述 了 易 感染 人 数 随时 间 变 化 的 动态 关系 . 实践 中 常常 对 流行 曲 
线 更 感 兴趣 ,该 曲线 给 出 了 新 病例 发 生 ( 即 易 感染 人 数 减少 ) 的 速率 一 | 


_dS_ BN— DN’e™ 
业 一 [COVY 二 1 十 ww 下 


当 N= 10 ,8 一 0.2 时 ,流行 曲线 如 图 6-3 中 的 虚线 所 示 . 





习 题 六 
1. 指出 下 列 微分 方程 的 阶 数 : 
(1) TY ry hry 一 3z2 3 (2) y 一 2y +y=0; 
(3) zy)2 一 2yy 十 zz 一 0 (4) z2 光 一 zy 十 y 一 0， 


2. 解 下 列 微分 方程 : 
(1) zy 一 ylny 一 0 (2) 3z2 十 5z 一 5y 一 0 


/ly. 
Cy 1 二 xz” 


(5) dr = 10 , 
dy 
(7) ydz+ (zx:—4z)=0; 


:dy 3 一 0， 
(9) (y 十 1) dart 0; 


(Dy = ev,y |s0=0; 

(13) ysinz = ylnysy |:-#=e; 
(15) cosydz 十 (1 十 ese*)sinydy 一 0. 
3. 求 解 下 列 微分 方程 : 


di 
ODay ™ Hs ; 


(3) zy —y— Vy —zr=0; 

(5) y+ yy 1 

4. 求 下 列 微分 方程 的 解 
ea 

(1) dr ez ; 

(3) y 十 ytanz = sin2z ; 


(5) (% 一 6z)y 十 2y 一 0 
(7) ylnydz 十 (Z 一 lny) 一 0; 


dy ， y _ sinz 
证 二 = 


本 sy | -一 13 


(GD Py= zy 


(13) zdy 一 [y 十 zys(1 十 lnz)]dz = 0. 
5. 解 下 列 微分 方程 : 


(3) y = 2yy’; 
(5) 多 十 azy 一 0 


(7) y=y+z. 
6. 解 下 列 微分 方程 ; 

dzs ，ds 
(1) ta =° ; 


(2) yy —4y ++3y=0; 


(3) 光一 5y 十 6y 下 全 0,y | 一 喜 ;y | 


(4) 光一 4y 二 +5y=0; 
(5) 多 一 6y 十 9y 一 0 
dz 
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(4) y 一 zy =a(y 二 +y); 


(6) seczztanydz 十 seczytanzdy = 0; 
(8) coszsinydz 十 sinzcosydy 一 0 ; 


(10) (er 一 er)dz 十 (er 十 ez)dy 一 0 
(12) coszsinydy = cosysinzdz,y |:-0 = 4 ; 
(14) zdy 十 2ydz = 0,y |s2 = 1; 


(2) (x+y)dr—zydy=0; 
Eq 工 并 四 。 
(4) G 十 2ef)dz 十 2ef (1 S$)dy=0; 


二 让 三 
(6) yy y i sy | 2 


(2) zy 十 y 一 z2 十 3z 十 2 ; 
(4) (z2 一 1) 交 十 2zy 一 cosz 一 0 


dy eg 
(6) dr 2 4z ; 


(8) > — ytanz = secz,y |:-0=0; 
dy _ 二 = 
(10) 下 一 ycotz 一 5e ,yy |z-# 一 一 和; 


(12) y 十 ycosz = sinzcoszyy | 一 1 


(2) 一 zer ; 
(4) 一 学 = 


” 
(6) YY 十 经 0 


一 1; 


2 
(6) 5+2 旦 十 sz 一 05 元 | == 1,x’ | 三 1 ; 


dz 


医用 高 等 数学 ， 





(7) 4Y 一 4y +y= 0,y | 一 2,y | 一 5. 

7. 解 二 阶 线性 非 齐 次 微分 方程 : 

(1) 光一 8y 十 15y 一 ee (2) 光一 5y 十 6y 一 工 十 2 ; 

(3) 一 6y 十 5y 一 4e™; (4) 光 十 4y = 2cos4z . 

8. 细菌 在 适当 的 条 件 下 其 增长 速率 与 当时 的 量 成 正比 ,已 知 第 三 天 内 增长 了 2455 个 ,第 五 天 内 增长 
了 4314 个 , 试 求 该 细菌 的 增长 速率 常数 . 

9. Logistic 曲线 在 现代 医学 中 应 用 很 多 ,用 于 生物 自然 生长 的 一 个 数学 模型 是 


C 


Ns 
C—No —AC(t—t0) 
1 十 N, e 0 


其 中 , N 表示 生物 的 总 数 , 它 是 时 间 + 的 函数 ; No 表示 % 时 刻 的 生物 数 ; C 是 生物 总 数 的 极限 值 ,也 就 是 
当 t1 一 品 时 NN 一 C ;上 表示 生命 系数 ,求证 该 模型 是 有 微分 方程 加 一 k(C 一 N)N 当 N(i) = No 时 的 
特 解 


( 陈 群 刘 启 贵 ) 


我 们 可 以 想象 一 个 三 个 变量 的 函数 , 它 的 图 
(表面 ) 或 体积 . 其 表面 积 或 体积 的 求解 类 似 于 平 
面 面 积 的 求解 ,其 方法 与 思维 与 一 元 微 积 分 相 
同 , 只 是 变量 个 数 的 增加 . 





» FE ree SY A N 
C 第 已 晶 一 多 元 遇 数 微 积分 一 


前 面 所 讨论 的 函数 都 只 有 一 个 自 变 量 , 称 为 一 元 函数 . 在 一 些 应 用 中 还 会 遇 到 两 个 乃至 多 个 自 变量 的 
函数 , 即 多 元 函数 . 一 元 函数 微 积分 方法 推广 到 二 元 函数 时 ,会 有 些 新 的 概念 和 方法 ,但 由 二 元 到 多 元 时 , 则 
只 是 简单 的 拓 广 . 因此 ,本 章 主要 以 二 元 函数 为 主 ,学 习 多 元 函数 微 积分 的 基本 概念 方法 及 其 应 用 . 


第 一 节 ”极限 与 连续 


一 、 空 间 解 析 几 何 简介 


1. 空间 直角 坐标 系 ”直线 坐标 ,平面 坐标 均 分 别 用 一 个 数 和 一 对 数 来 确定 点 的 坐标 . 为 了 确定 空间 
某 一 点 的 位 置 ,我 们 建立 空间 直角 坐标 系 . 过 空间 定点 O 作 三 条 两 两 相互 垂直 的 数 轴 Ozr, Oy, OQz, 并 以 
右手 规则 规定 它们 的 方向 , 即 以 右手 握 住 Qz 轴 , 当 右 手 的 四 个 手指 从 Crz 正 向 以 90 角 转 向 Oy 轴 正 向 
时 ,大 拇指 的 指向 规定 为 Oz 轴 的 正 向 (图 7-1) ,这 就 构成 了 空间 直角 坐标 系 Oryz. 

点 O 称 为 坐标 原点 ,三 条 坐标 轴 分 别 为 zx, y, z 轴 ( 横 、 纵 、 竖 轴 ) ,每 两 条 坐标 轴 所 确定 的 平面 xzDy， 
yOz，zOz 称 为 坐标 面 . 

三 个 坐标 面 将 整个 空间 分 成 八 个 部 分 ,每 一 部 分 称 为 一 个 卦 限 , 含 z, y, < 正 半 轴 的 那个 卦 限 称 为 第 
一 卦 限 ,在 xzOy 面 上 方 , 按 逆 时 针 依 次 为 第 二 三、 四 卦 限 . 在 xOy 面 下 方 , 第 一 卦 限 之 下 为 第 五 卦 限 , 其 
他 按 逆 时 针 依 次 为 第 六 ,七 \ 八 卦 限 . 这 八 个 卦 限 通常 用 字母 工 , 本 ,三 ,于 ,V ,WY;W, 妊 表示 (图 7-2). 

类 似 平面 上 的 点 与 有 序数 组 的 (x,y) 一 一 对 应 ,空间 中 点 卫 与 三 元 有 序数 组 (zx,y,zx) 也 是 一 一 对 
应 的 关系 (图 7-3). 对 于 任意 一 点 P, 过 PP 作 垂 直 于 坐标 轴 的 三 个 平面 ,它们 分 别 与 z 轴 、 y 轴 、z 轴 交 于 
A, B,C 三 点 ,有 向 线段 OA, OB, OC 的 值 依次 为 x,y,z, 由 此 ,空间 中 一 点 P 卫 就 唯一 确定 了 一 个 有 序数 
组 (zx,y,z); 反之 ,对 于 任意 一 个 有 序数 组 (zx,y,z)，, 则 依次 在 z+ 轴 、y 轴 、z 轴 上 取 与 x,y,z 相 对 应 的 点 
A, B,C, 过 这 三 点 且 垂直 于 相应 的 轴 的 平面 就 在 空间 上 唯一 确定 一 点 P. 我 们 称 (z,y,z) 为 点 了 的 坐 
标 , 记 为 PCz,y,z). 








图 7-1 图 7-2 


显然 ,原点 坐标 为 (0,0,0); TY, 轴 上 任意 一 点 的 坐标 分 别 为 (z,0,0)， 《0,y,0)，(0,0,z);zOy， 
103 
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3yOz,zOz 三 个 坐标 面 上 任意 一 点 的 坐标 分 别 为 (zx,y,0),(0,y,z),(zx,0,z). 

2. 两 点 间 的 距离 若 Mi (zlyyiyzl)，M2(zz，yzyz2) 为 空间 任 
意 两 点 , 求 MM 的 距离 . 
i 分 别 过 Mi ,Ms 作 平 行 于 三 个 坐标 面 的 平面 ,就 构成 一 个 长 方 
体 (图 7-4). 利用 直角 三 角形 勾 股 定理 ， 

d= IMMz|? 十 |M NI|: 十 | NM2 |? 
= |MiPl’?+|PN|?+|NM;|? 

| IMiP|= |zs—zxi| 
’ y” IPN|= |y—x|, |INM;|= |z—x| 


ET A 






i、 
Me" 


<------r- > 


| 


-—-—--—-—----c--— 


NY 


d= |MM:|= V(z — x) (ys 一 久生 十 (2 — xz)? 
图 7-4 特别 地 ,车 两 点 分 别 为 M(rsyys2) O0050), 


d= |OM|= Vr +y + 

例 7-1 已 知 点 MCla,6,6),P(9,0,0),Q( 一 1,0,0), 且 三 点 满足 |MP|? = |MQ|? = 33, 试 确定 a， 
b 的 值 . 

解 ” 由 题 意 有 |MP|? = |MQ|?, 即 (9 一 a)? 十 2 一 (一 1 一 a)? 十 26?, 解 得 a 二 4. 

又 因为 |MP|? = 33, 即 (9 一 4)? 十 26? 一 33, 解 得 0 一 士 2. 

3. 空间 曲面 及 其 方程 ”在 平面 解析 几何 中 ,我 们 把 平面 曲线 看 成 平面 中 按照 一 定 规律 运动 的 点 的 
轨迹 . 同样 地 ,在 空间 解析 几何 中 ,我 们 把 曲面 也 看 成 空间 中 按照 一 定 规律 运动 的 点 的 轨迹 . 空间 动 点 
M(xz,y,z) 所 满足 的 条 件 通 常 可 用 关于 zx,y,z 的 方程 F(x,y,z) == 0 来 表示 ,这 个 方程 就 是 曲面 的 方程 . 

如 果 曲 面 S 和 方程 F(x,y,z) 二 0 之 间 有 下 述 关系 : 

(1) 曲面 S 上任 一 点 的 坐标 都 满足 方程 ; 

(2) 不 在 曲面 S 上 的 点 的 坐标 都 不 满足 方程 ,或 以 方程 的 解 为 坐标 的 点 都 在 
曲面 上 ; 

则 称 方程 F(z,y,z) = 0 为 曲面 S 的 方程 ,而 称 曲面 S 为 该 方程 的 图 形 或 轨 
迹 ( 图 7-5). 

如 >yOz 平面 , 凡 在 它 上 面 的 点 ,其 坐标 都 满足 方程 xz = 0, 不 在 它 上 面 的 点 ， 7-5 
坐标 就 不 满足 这 一 方程 ,因此 ，yOz 平面 就 是 一 个 曲面 (平面 为 特殊 的 曲面 ) ,方程 就 是 zx 一 0. 

例 7-2 求 与 定点 A(1,2,0) 和 了 B(2,1,1) 等 距离 的 点 的 轨迹 . 

解 ” 从 几何 上 看 ,满足 该 条 件 的 点 的 轨迹 必定 是 一 个 平面 (图 7-6), 设 动 点 
为 P(z,y,z)，, 由 两 点 间距 离 公式 ,得 
| be V(rz—1)? 十 (y 一 2? 十 (z)? = 二 V(r 一 2)? 十 (y 一 1)? 十 (z 一 1) 
3 整理 ,得 平面 方程 








E 2z 一 2y 十 2z 一 1=0 


平面 方程 
图 7-6 和 生动 千 全 千石 =0 
称 为 平面 的 一 般 方程 ,其 中 A,B,C,DD 为 常数 , 且 A,B,C 不 同时 为 零 . 显然 z= 

ay 一 0, zx 一 5 等 表示 垂直 于 z,y,z 轴 的 平面 ,缺少 某 个 变量 的 方程 表示 过 该 轴 或 平行 于 该 轴 的 平面 ,如 
方程 z 十 y 王 1 是 平行 于 > 轴 的 平面 . 

球面 ”到 定点 距离 等 于 定常 数 的 点 的 轨迹 即 为 球面 ,定点 称 为 球 心 , 定 常数 称 为 半径 ,其 方程 

(z 一 Zo)2 十 (y 一 %)2 十 (z 一 zo)2 = R? 

是 标准 球面 方程 ,其 球 心 在 点 Czo,yoyzo) 上 ,半径 为 R. 

柱 面 ”一 动 直线 工 沿 定 曲线 C 做 平行 移动 ,所 形成 的 曲面 称 为 柱 面 . 定 曲线 C 称 为 柱 面 的 准 线 , 动 
直线 工 称 为 柱 面 的 母线 (图 7-7). 

此 处 只 讨论 准 线 位 于 坐标 面 上 ,而 母线 垂直 于 该 坐标 面 的 柱 面 . 
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如 果 柱 面 的 准 线 是 xOy 面 上 的 曲线 C:f (x, y) 二 0, 母 线 平行 于 z 轴 , 则 该 柱 面 的 方程 为 f(x, y) 
三 0 (图 7-8). 





人 
图 7-7 图 7-8 


这 是 因为 ,在 此 柱 面 上 任 取 一 点 MCz,y,z), 过 点 M 作 平行 于 z 轴 的 直线 ,此 直线 与 xOy 面相 交 于 点 P(z， 
y,0), 则 点 书 必 在 准 线 C 上 ,不 论 已 点 的 竖 坐 标 > 取 何 值 , 它 在 x0Oy 面 上 的 横 坐 标 和 纵 坐 标 (z,y) 必定 满足 方 
程 f(x,y) 一 0, 所 以 点 MGCz,yz) 也 满足 方程 f(x,y) 一 0. 反之 ,不 在 柱 面 上 的 点 都 不 可 能 满足 方程 f(x,y) 一 
0. 因此 ,方程 f(x,y) 二 0 在 空间 就 表示 准 线 为 zOy 面 上 的 曲线 f(x,y) == 0, 母线 平行 于 z 轴 的 柱 面 . 

方程 zx? 十 y = R? 在 空间 直角 坐标 系 中 表示 圆柱 面 . 其 图 形 相 当 于 “平行 于 z 轴 的 直线 / ( 称 母 线 ) 沿 
zOy 坐标 面 上 的 曲线 zx? 十 y? = R* ( 称 准 线 ) 划 过 的 轨迹 (图 7-9). 类 似 地 ,方程 z? = 2y 在 空间 直角 坐标 
系 中 ,表示 平行 于 > 轴 的 直线 ! 沿 xOy 面 上 的 抛物 线 = 2y 划 过 的 轨迹 (图 7-10) , 称 为 抛物 柱 面 ;方程 
Z 十 zx 一] 表示 平行 于 y 轴 的 平面 (图 7-11) ,也 是 柱 面 . 
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图 7-9 图 7-10 11 


空间 曲线 的 一 般 方程 ”空间 直线 可 看 成 两 个 相交 平面 的 交 线 . 类 似 地 ,空间 曲线 也 以 可 看 成 两 个 相 
交 曲面 的 交 线 . 
例如 , xOy 面 上 的 圆 x? 十 y = a? 可 以 看 成 球面 xz? 十 十 x 二 a 与 平面 z 二 0 的 交 线 ,其 方程 为 
. 二 yy 二 之? 一 CQ2 
之 一 0 
一 般 地 , 若 已 知 两 个 相交 曲面 F(Cz,y,z) 一 0 及 GGCz,y,z) 一 0, 则 可 用 方程 组 
二 一 0 
GCCzyy,z) 一 0 
表示 交 线 的 方程 , 称 为 空间 曲线 的 一 般 方程 . 
特点 ”曲线 上 的 点 都 满足 方程 组 ,满足 方程 组 的 点 都 在 曲线 上 . 
一 般 的 二 次 曲面 
截 痕 法 ”垂直 于 坐标 轴 的 平面 与 曲面 的 交 线 称 为 截 瘦 , 道 过 综合 截 痕 的 变化 可 以 大 致 了 解 二 次 曲面 
的 形状 . 
例 7-3 用 截 痕 法 分 析 下 列 方程 所 表示 的 曲面 的 形状 : 
(D = 一 2z2 十 多 12) = 2 + r+ =1+ 二 2 
解 (1) 令 z==& 宇 0,k 取 不 同 值 时 ,得 到 系列 垂直 于 xz 轴 的 平面 与 曲面 的 交 线 ( 截 痕 ) ,这 是 一 系列 
椭圆 2x? 十 y = &; 同 理 , 在 垂直 于 z 轴 的 系列 平面 zx 二 有 上 得 到 一 系列 抛物 线 z 一 2k? 二 y?; 垂直 于 y 
轴 的 系列 平面 y 二 上 得 到 系列 抛物 线 z 一 &? = 2x?. 截 痕 中 有 椭圆 抛物 线 , 称 这 种 二 次 曲面 为 椭圆 抛 
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物 面 (图 7-12). 
(2) 类 似 地 ,方程 x = 2z2 十 y 表示 的 曲面 (图 7-13) 称 为 椭圆 锥 面 . 


(3) 方程 辽 十 交 一 1 十 开演， 令 = 为 任意 常数 ,得 到 一 系列 圆 ; 令 z 或 y 为 任意 常数 ,都 得 到 一 系列 
双 曲线 ,所 以 这 曲面 称 为 旋转 双 曲 面 (图 7-14). 





5 ke 
图 7-13 图 7-14 
二 、 多 元 函数 概念 


正 像 在 曲面 的 方程 中 所 看 到 的 那样 , 自然 现象 以 及 实际 问题 中 经 常会 遇 到 多 个 变量 之 间 的 依赖 关系 . 
例如 ,圆柱 体 的 体积 V 和 它 的 底 半 经 ~ ,高 h 之 间 就 有 关系 : 
V= rareh 
这 里 , 当 7,h 在 集合 {(r,h)r 之 0,h 放 0} 内 取 定 一 对 值 (r,h) 时 ,V 的 对 应 值 就 随 之 确定 . 
又 如 ,一 定量 的 理想 气体 的 压强 P ,体积 V 和 绝对 温度 T 之 间 具 有 关系 


_RI 
Sy 


其 中 民 为 常数 .这 里 , 当 V , 械 在 集合 {(V,T)|V 0,T 之 TT) 内 取 定 一 对 值 (V,T) 时 , P 的 对 应 值 就 
随 之 确定 . 
定义 7-1 设 某 一 变化 过 程 中 有 三 个 变量 x,y,z, 如 果 对 于 变量 zx,y 在 允许 范围 内 的 每 一 对 取 值 , 按 
照 一 定 的 对 应 规律 f, 变量 > 总 有 确定 的 值 与 之 对 应 , 则 称 变量 z 为 变量 z,y 的 二 元 函数 , 记 为 
z= f(z,y) 
变量 z,y 的 允许 取 值 范围 称 为 函数 的 定义 域 ,z,y 称 为 自 变量 , z 称 为 因 变量 . 
函数 党 -一 fx,y) 在 某 点 (Czoyyo) 的 值 之 0 称 为 函数 值 , 记 为 
f(zxo,y) = zo z | 5 三 
函数 值 的 全 体 所 构成 的 集合 称 为 函数 f 的 值 域 . 
例 7-4 求 函 数 z = ln(z 十 y) 的 定义 域 . 
解 ” 自 变量 zx,y 所 取 的 值 必须 满足 不 等 式 xz 十 y 二 0, 即 定义 域 为 
D= {(zx,y) | zy> 0) 
DD 表示 在 xOy 面 上 直线 xz 十 y 二 0 上方 的 半 平 面 (不 包含 边界 xz 十 y 二 0 ) ,如 图 7-15 所 示 . 
例 7-5 求 函数 z= 二 arcsin(z? 十 ) 的 定义 域 . 
解 ”该 函数 的 定义 域 为 满足 区 十 y 二 1 的 xz,y, 即 定义 域 为 
D= {(zx;y) xz 二 +y 1). 
咏 表 示 xOy 面 上 以 原点 为 圆心 ,1 为 半径 的 圆 域 ,如 图 7-16 所 示 . 
二 元 函数 也 就 是 方程 z 二 f(x,y)，, 它 的 定义 域 在 几何 上 是 坐标 面 xzOy 上 的 一 个 点 集 , 一 般 是 由 一 
条 或 数 条 曲线 所 围 成 的 一 部 分 平面 , 称 为 区 域 . 若 区 域 延伸 到 无 限 远 ,就 称 此 区 域 是 无 界 的 , 例 7-4 中 函 
数 的 定义 域 就 是 无 界 区 域 . 若 区 域 总 限制 在 某 一 适当 范围 内 , 则 称 此 区 域 是 有 界 的 ; 围 成 区 域 的 曲线 称 作 
区 域 的 边界 ,连同 边界 在 内 的 区 域 称 作 闭 区 域 , 例 7-5 中 函数 的 定义 域 是 有 界 闭 区 域 . 
二 元 函数 定义 域内 任意 一 点 MGCz,y) ,按照 z= 二 f(x,y) 计 算出 函数 z, 可 确定 空间 一 点 PCz,y,z), 当 
M(Cz,y) 在 定义 域内 变动 时 ,点 P(z,y,z) 的 运动 轨迹 就 是 函数 z 二 f(x,y) 的 几何 图 形 . 它 是 一 个 空间 曲 
面 ,如 图 7-17 所 示 . 
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图 7-15 图 7-16 


类 似 地 ,可 以 定义 三 元 函数 二 f(x,y,z) 及 nn 元 函数 y= 二 f(zi,z2,…,x,). 二 元 及 二 元 以 上 的 函数 
统称 为 多 元 函数 . 


三 、 多 元 函数 的 极限 


同 函数 的 概念 一 样 ,极限 的 概念 还 是 以 二 元 为 主 , 即 讨论 二 元 函数 z= f(x,y) 当 (z,y) 一 (zoyyo)， 
即 PCz,y) 一 Po 《zxo ,yo) 时 的 极限 . 

由 于 点 P(z,y) 在 xOy 平面 上 变化 ,因此 , P(x,y) 一 Po (xo ,yo) 的 方向 有 任意 多 个 ,路 径 也 有 无 限 
多 种 ,这 比 一 元 函数 要 复杂 得 多 ,但 它 可 以 简单 地 等 价 于 

IPPo|= V(rz—zo) +(y—y) >0 

定义 7-2 设 二 元 函数 z 二 f(x,y) 在 点 Po《zo ,yo) 的 附近 有 定义 (在 点 Po 处 可 以 没有 定义 ), 当 点 
P(z,y) 以 任何 方式 无 限 趋 向 Po 《zo ,yo) 时 ,函数 f(x,y) 的 值 都 无 限 趋向 于 某 一 常数 A, 则 称 A 为 函数 
f(z,y) 当 P 一 Po 时 的 极限 , 记 为 
i rs = a limf(z,y) = A 或 lp fry) 三 站 





im 
(zy) 一 (Z0， 
六 


为 了 aa 

注意 二 重 极限 中 , 当 动 点 Plz,y) 以 任意 方式 趋向 于 点 Po (zo ,0) 时 ,对 应 的 函数 值 zy) 总 趋向 于 一 
个 确定 的 常数 A, 才能 说 二 元 函数 f(z,y) 当 Plz,y) 一 Polzwo,y) 时 的 极限 是 A. 这 里 的 任何 方式 即 指 任何 路 
径 . 如 果 当 动 点 PCz;y) 以 几 种 特殊 的 方式 和 路 径 趋 向 于 点 Pu 《zm ,yo) 时 ,对 应 的 函数 值 f(x,y) 都 趋向 于 同一 
个 常数 A, 还 不 能 断定 函数 f(z,y) 有 极限 . 然而 当 动 点 PCz,y) 以 几 种 不 同 的 方式 和 路 径 趋 向 于 点 Po (zo ,6) 
时 ,对 应 的 函数 值 f(z,y) 趋向 于 不 同 的 常数 , 则 可 断定 函数 f(x,y) 的 极限 肯定 不 存在 . 

ke 
re -fe 天 (0,0)， 
0， (zyy) = (0,0). 
当 P(xz,y) 沿 工 轴 趋 向 Pu(0,0) 时 , y 夺 0, 则 f(x,y) = f(x,0) ==0, 所 以 f(z,y) 一 0. 
当 P(xz,y) 沿 y 轴 趋向 PoC0,0) 时 , z 夺 0, 则 f(x,y) == f(0,y) = 二 0, 所 以 f(z,y) 一 0. 
但 实际 上 di, fT 不 存在 . 因为 当 点 卫 沿 直线 y = kz 趋向 Po 时 ,有 
kx? k 


lk XY 
co Z2 十 光 ue Tky 1 二 kk 
它 随 着 & 值 的 变化 而 变化 . 因此 ,极限 Ji 2 EE 5 不 存在 . 


多 元 函数 的 极限 运算 ,有 与 一 元 函数 类 似 的 运算 法 则 ， 
例 7-6 证 明 lim (xz? 十 y)sin 一 0 
(zy)-(0,0) le 





证 明 ”x,y 不同 为 零 , 即 在 点 (0,0) 附近 , fCzx,y) 一 (2 Hi 有 定义 . 


当 (zy,y) 一 (0,0) 时 , | PPo|= ee 0)? 一 Vz2 十 多 一 0, 此 时 
[f(z,39) —0|= | (x: 二 )sin Ts pe zy = |PP|:—>0 


医用 高 等 数学 








所 以 ， 
i = ns 1 
yy 上 Fy dln Ty 和 
例 7-7 求 lim 六 . 
(z,y)-(0,2) 并 


解 工夫 0 即 函 数 在 (0,2) 附近 有 定义 ,由 积 的 极限 运算 法 则 及 极限 lim Smz 一 1. 


lim Sinzy = [2 .y= lm 2H limy =1.2=2 
(zy)—>(0,2) E (zyy)-=>(0,2) Ty vy”0 XY vy>2 


四 、 二 元 函数 的 连续 性 
定义 7-3 如果 二 元 函数 xz = f(zx,y) 满足 : 


(1) 在 点 Po (zo ,yo) 及 其 附近 有 定义 ; 
(2) 极限 a 7 A eaD 存在 ; 


(3 lim ,f(z 9) = f(zo, yo). 


(zy (zo Yo 


则 称 函 数 f(z,y) 在 点 Pu(zo,yo) 处 连续 . 
如 果 函 数 f(x,y) 在 区 域内 每 一 点 都 连续 , 称 函 数 在 D 内 连续 . 函数 的 不 连续 的 点 称 为 函数 的 间断 点 . 


XY 
例如 ,函数 re ,天 (0,0)， 在 点 (0,0) 处 的 极限 不 存在 ，(0,0) 点 是 间断 点 ; 


0 (x,y)=(0,0) 


二 元 函数 的 间断 点 可 能 形成 一 条 或 几 条 曲线 ,又 如 函数 = 一 sin 27 一 在 圆周 到 十 多 一 1 上 间断 . 


类 似 一 元 函数 ,根据 函数 的 极限 运算 法 则 可 以 证 明 : 多 元 连续 函数 的 和 、 差 , 积 、 商 (分 母 不 等 于 零 ) 及 
复合 函数 仍 是 连续 函数 ;多 元 初等 函数 在 其 定义 区 域内 连续 ;在 有 界 闭 区 域 上 连续 的 多 元 函数 必 有 最 大 
值 和 最 小 值 等 . 

以 上 关于 二 元 函数 的 极限 与 连续 性 概念 以 及 相关 的 运算 ,可 以 相应 地 推广 到 元 函数 y == f(z ,x2，…， 
mB 


【思考 与 讨论 了】 
1. 能 否 用 累 次 极限 lim limf(z,y) 或 lim limf(z,y) 计算 二 重 极限 lim f(x,y) ? 


了 >.y0 


2. 如 果 二 元 函数 f(z,y) 在 (zo,yo) 连续 ,那么 一 元 函数 f(x,yo) 在 zo 处 连续 吗 ? 


第 二 节 ” 偏 导数 与 全 微分 


一 、 偏 导数 的 定义 及 其 计算 方法 
在 研究 一 元 函数 时 ,函数 变化 率 ( 导 数 ) 是 一 个 非常 重要 的 概念 ,对 于 二 元 函数 = 一 f(z,y), 同样 需 
要 讨论 它 的 变化 率 问题 ,由 于 自 变量 不 止 一 个 ,情况 就 比 一 元 函数 复杂 . 


引 例 ”具有 一 定量 的 理想 气体 的 压强 P, 体积 V, 温度 工 三 者 之 间 的 关系 为 


P= 学 (有 为 常量 ) 


温度 了 不 变 时 (等 温 过 程 ) ,压强 了 关于 体积 V 的 变化 率 就 是 
(wW 


sn VY 
如 果 体 积 V 固定 不 变 , 即 考虑 等 容 过 程 , 则 压强 P 是 温度 了 的 一 元 函数 , 故 有 
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于 eS 
1. 偏 导数 的 定义 
定义 7-4 设 函 数 > 三 f(x,y) 在 点 (zo yo) 及 其 附近 有 定义 , 当 » 固定 在 y。 而 在 ze 处 有 增 量 Az 
时 ,相应 的 函数 的 增 量 
f(zo 十 Ax ,yo) | fzo ,yo) 
称 作 点 (zo ,yo) 处 对 z 的 偏 增 量 , 如 果 极 限 


]i frart Axs yo) — fC26 :35) 
A Az 
存在 , 则 称 此 极限 为 函数 > = f(x,y) 在 点 Czo,yo) 处 对 z 的 偏 导数 , 记 为 
az| af 
| 
类 似 地 ,可 定义 函数 之 一 CRY 在 点 (xo ,Yo0) 处 对 y 的 偏 导数 , 即 
gz = f(xo, Yo 十 Ay) 一 f(zo, Yo) 
=x 一 J 
9y| A) Ay 
如 果 对 于 区 域 D 内 任意 一 点 (zx,y)，, 函数 z 二 f(x,y) 都 存在 偏 导数 F.(Cz,y)， 广 ,(z,y)， 则 这 两 
个 偏 导数 本 身 也 是 D 上 的 函数 , 故 称 它 们 为 函数 > = f(z,y) 的 偏 导 函数 ,简称 为 偏 导数 , 记 为 


5 a 或 f(x,y) 


azr7?az 
偏 导数 其 实 就 是 偏 导 函 数 在 相应 点 的 函数 值 . 类 似 一 元 函数 的 导 函 数 ,以 后 在 不 至 于 引起 混淆 的 地 
方 称 偏 导 函 数 为 偏 导数 . 
同 多 元 函数 的 极限 一 样 , 偏 导数 的 定义 也 可 以 推广 到 二 元 以 上 的 函数 . 
2. 偏 导数 的 求法 ”从 定义 上 看 , 偏 导数 实际 上 就 是 一 元 函数 的 导数 . 因此 , 求 对 某 变 量 求 导 时 , 视 其 
他 变量 为 常数 ,将 函数 看 成 关于 该 变量 的 一 元 函数 . 然后 用 一 元 函数 的 求 导 法 则 求 导 即 可 . 
例 7-8 求 z== 式 十 3zxy 十 在 点 (1,2) 处 的 偏 导数 . 


解 视 y 为 常量 ,对 莹 求 导 ， 2 二 27 十 3y;} 








Z 一 z0 9 之 工 | a 或 fm ,yo) 
二 ?一 0 





视 为 常量 ,对 y 求 导 , 32 一 3z 十 2y 


将 (1,2) 代 入 上 面 结果 得 





9z 
sl gy ls 
例 7-9 求 z== zx?sin2y 十 @ 的 偏 导数 . 
gz CE4 


-一 一 ] sa 一 一 -一 2 
解 元 2zsin2y; ay 2zx2cos2y 十 @. 





=3.:1+2.2=7 


2 ， 9 (0,0 9 
例 7-10 求 函数 /(z,y) - 忆 在 点 (0,0) 处 的 偏 导数 
0， (zy) = (0,0) 


解 ” 由 于 函数 是 分 段 函数 ,只 能 用 定义 求 ， 





一 
并 ,的 一 lim 妈 0 十 Ar,0) — fC0,0) _ jm (Az)+F _ | 
A 


A Ar>0 从 元 
0。A 
_ 2 2 
f,(0,0)= lim (0,0+A) (0,0) _ i OT Ay) 一 0 
人 0 Ay Ar>0 Ay 


例 7-11 求 == Vz 十 十 x 的 偏 导 数 . 


医用 高 等 数学 





解 视 y,z 为 常量 ,对 z 求 导 ， 


au Zr 灾 


az 2V 二 站 六 
同 理 可 得 
2 一 了 9 一 之 


ay waz wu 

3. 偏 导数 的 几何 意义 ”在 空间 直角 坐标 系 中 ,二 元 函数 > 二 f(x,y) 的 
图 形 表示 一 个 曲面 , 若 将 y 固定 于 y%， 相当 于 用 平面 y 二 yo 去 截 曲 面 z 一 
zy)， 得 -条 平面 的 交 线 = 一 f(xy), 也 可 以 表示 为 ”一 ”如 
图 7-18 中 的 APB. 显然 , 交 线 = = f(z,y) 是 x 的 一 元 函数 , 偏 导数 
矿 -(Czo,y) 就 是 一 元 函数 > = f(x,yo) 在 zo 处 的 导数 ,所 以 偏 导数 
了 《zo，Yo) 在 几何 上 表示 曲线 z= 二 f(x,yo) 在 (zo ,yo) 的 对 应 点 PCzo ,yo， 
f(zo，yo)) 处 的 切线 对 工 轴 的 斜率 ( fw ,yo) = tanB ). 

同 理 , 二 元 函数 > == f(x,y) 在 点 (zo ,yo) 处 对 y 的 偏 导数 f', (zxo， 
yo) ,就 是 一 元 函数 = = f(zo,y) 在 yo 处 的 导数 , 即 平面 曲线 CPD 在 点 
P(zo,yoyvzo) 处 的 切线 对 于 y 轴 的 切线 的 斜率 ( 户 ,(Czo,y) = tana ). 

值得 注意 的 是 ,一 元 函数 在 某 点 的 导数 存在 , 则 它 在 该 点 必然 连续 . 但 多 元 函数 在 某 点 既 使 各 个 偏 
导数 都 存在 ,也 不 能 保证 它 在 该 点 连续 , 如 例 7-10. 这 是 因为 偏 导 数 仅仅 描述 了 zOy 平面 上 动 点 沿 着 平 
行 于 坐标 轴 的 方向 趋向 Po 时 , 函数 的 变化 情况 . 而 动 点 以 其 他 方式 趋向 Po 时 ,情况 未 知 . 


二 、 高 阶 偏 导数 
函数 = f(z,y) 在 区 域 忆 内 的 偏 导数 太 -(z,y) ,了 (x,y) 一 般 仍 为 zx,y 的 函数 . 如 果 它 们 也 存在 偏 导 
数 , 则 称 此 偏 导 数 为 函数 = = f(z,y) 的 二 阶 偏 导 数 ,按照 对 变量 求 导 次 序 的 不 同 有 下 列 四 个 二 阶 偏 导数 : 
9 /dz 92z 9 /gz\V gz _ 
二 = f =(z,y), 一 
9 /gz :2 9 /9z\) gz __ 
= 9y9z = fy (x,y), | yz fw zs)) 
其 中 了 六, (zx,，y) ,了 w(x，,y) 称 为 混合 偏 导 数 ,同样 可 定义 三 阶 、 四 阶 … 及 nn 阶 偏 导数 . 二 阶 及 二 阶 以 上 的 


偏 导 数 统称 为 高 阶 偏 导 数 . 
例 7-12 求 函 数 > 二 xz?y 十 sinxy 的 二 阶 偏 导 数 . 


解 dz 二 2zy? 十 ycoszy， 二 一 3z2y2 十 zcoszy 





7-18 














gx 
2z 一 2 3 — y? sinz 2z = 6z2y 一 sinz 
DZz2 了 y YY， ay 出 YY 
Oz = 6zy? 十 coszy — zysinz a 2 十 coszy 一 zysinz 
azay Y Y Y yy， ayax YY YY 六 Y 
s 92 a? S ys 
本 例 中 混合 偏 导数 二 过 > 相等 . 对 此 情况 ,一 般 有 下 述 定理 . 





azgay ”ayaz 
定理 7-1 若 函 数 = 一 f(z,y) 的 两 个 二 阶 混合 偏 导数 -2 之 ,3 在 区 域 DD 内 连续 , 则 在 该 区 域内 


azay ”ayaz 
这 两 个 二 阶 混合 偏 导 数 相等 . 
即 二 阶 混合 偏 导 数 在 连续 的 条 件 下 与 求 导 次 序 无 关 . 定理 证 明 从 略 . 


三 .全 微分 


由 偏 导数 的 定义 知道 ,二 元 函数 对 某 个 变量 的 偏 导数 ,仅仅 是 因 变 量 对 于 该 自 变量 的 变化 率 ,因为 男 
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一 个 自 变量 是 固定 的 . 由 一 元 函数 微分 学 中 的 知识 ,有 
zz 十 Az 一 zy 2 太 zy)Az 
Jzyy 十 Ay) 一 zy) s 万 Czy)Ay 

以 上 两 式 左 端 分 别称 为 二 元 函数 对 z, 对 y 的 偏 增 量 ,而 右 端 分 别称 为 二 元 函数 对 z,y 的 偏 微分 . 但 实际 
问题 需要 讨论 多 元 函数 各 个 自 变 量 都 获得 增 量 时 因 变 量 的 增 量 . 

设 函 数 z 二 f(x,y) 在 点 (z,y) 及 其 附近 有 定义 , PCz 十 Az,y 十 Ay) 为 附近 一 点 , 则 

Az 王 FGz 十 Az,y 十 Ay) 一 zy) 

称 为 函数 在 点 已 对 应 于 自 变 量 增 量 Ax ，Ay 的 全 增 量 . 

全 增 量 的 计算 一 般 比 较 复 杂 , 同一 元 函数 一 样 ,我 们 希望 用 自 变 量 增 量 Ax, Ay 的 线性 函数 来 近似 代 
替 ,我 们 首先 讨论 下 面 的 引 例 . 

定义 7-5 设 函 数 z 二 f(z,y) 在 点 (z,y) 的 及 其 附近 有 定义 ,如 果 函 数 在 点 (zx,y) 的 全 增 量 

Az = jz 十 Az,y 十 Ay) — f(r,y) 
可 以 表示 为 
Az 一 AAz 十 BAy 十 o(o) 

其 中 常数 A,B 不 依赖 Az,Ay 仅 与 z,y 有 关 , o(p) 为 二 VCAz)7 二 CAy)? 的 高 阶 无 穷 小 , 则 称 函 数 在 点 
(zy) 可 微分 , AAz 十 BAy 称 为 函数 在 点 (x,y) 的 全 微分 , 记 作 dz, 即 dz = AAz 十 BAy 

如 果 函 数 = = f(z,y) 在 区 域 D 内 每 点 都 可 微分 , 则 称 这 函数 z = f(z,y) 在 DD 内 可 微 . 

前 面 已 经 指出 ,多 元 函数 在 某 点 的 偏 导数 存在 ,并 不 能 保证 函数 在 该 点 连续 . 但 由 上 述 定 义 可 知 , 函 
数 z 二 f(z,y) 在 点 (z,y) 可 微分 ,那么 函数 在 该 点 必定 连续 . 

事实 上 ,假设 函数 > = f(z,y) 在 点 (x,y) 可 微分 , 则 由 定义 知 

Az 王 AAz 十 BAy 十 o(o) 
注意 到 从 一 0 时 ， A 0,Ay 一 0， 且 A,B 为 不 依赖 于 Az,Ay 的 常数 ,那么 
limAz 一 0 
合 全 增 量 的 定义 Az = FF my dy) fs 有 
f(z Arsy + A = lim[ f(z,y) + Az] = fz,y) 


(Ar， i 0) 


这 就 是 说 函数 > = f(zx,y) 在 点 (zx,y) 连续 . 
定理 7-2 ”如果 函数 = 一 f(z,y) 在 点 (z,y) 可 微分 , 则 函数 在 该 点 的 偏 导数 32 ,3 * 必定 存在 , 且 函 


数 在 该 点 的 全 微分 为 dz = 32dz 十 52dy ， 
I y 


证 明 设 函 数 z 二 f(x,y) 在 点 P(xz,y) 可 微分 ,于 是 对 点 了 的 某 邻 域内 任意 一 点 Pi(z 十 Az,y 十 
Ay)，, 总 有 
jz 十 Az,y 十 Ay) 一 zy) 一 AAz 十 BAy 十 o(o) 
4,B,o 意义 如 前 述 , 特 别 地 ,对 于 Ay = 0 上 式 也 是 成 立 的 , 即 
Fz 十 Azy) 一 rzy) 一 AAz 十 o(|Az|) 
上 式 两 端 各 除 以 Az, 再 对 Az -> 0 取 极 限 ， 
. 9 》 Pe 
lim 2+ Ar: f(x, A 


从 而 偏 导数 3 存在 , 且 等 于 A. 同 理 可 证 3 = B. 证 毕 


定理 给 出 了 全 微分 定义 中 的 常数 A,B, 它 表明 二 元 函数 的 全 微分 dz 实际 上 是 两 个 偏 微 分 之 和 , 通 
常 称 此 为 二 元 函数 的 微分 符合 于 加 原理 . 


定理 还 表明 :可 微 必定 可 导 ( 指 各 偏 导数 存在 ), 但 反 过 来 ,可 导 不 一 定 可 微 ! 只 有 在 各 偏 导数 3 ,3 
连续 的 情况 下 ,函数 才 可 以 微分 , 且 


到 用 高 等 效 学 











gz ay 
这 里 受 篇 幅 所 限 ,对 此 不 作 详 细 讨 论 . 
例 7-13 求 函 数 z 一 arctan 的 全 微分 
za = ,所 区 
9 并 ER 洲 XT? 二 yi ?ay yy zx zi 二 y 
a lt 
_ 并 
dz 一 去 十 i i zdy 
微分 的 县 加 原理 也 可 以 推广 . 例如 ， 人 u 二 f(x,y,z) 的 全 微分 存在 , 则 
du 一 经 dz 十 3 “dy 十 了 edz 


例 7-14 8 





9 9 
解 因为 了 2 一 1， 2 ycos 学 十 ze ,3 二 ye<， 所 以 
du 二 dr 十 (去 cos 学 十 ze” )dy 十 yerdz 


【思考 与 讨论 】 


1. 二 元 函数 在 某 点 的 两 个 一 阶 偏 导 数 都 存在 ， 该 函数 在 这 点 连续 吗 ? 
2. 二 元 函数 在 某 点 可 微分 , 它 在 该 点 的 两 个 一 阶 偏 导数 是 否 一 定 存在 ? 反 过 来 呢 ? 


第 二 节 ”多 元 复合 函数 与 隐 函 数 的 偏 导 数 


一 、 多 元 复合 函数 的 求 导 法 则 
设 函 数 z = 二 f(u,v) 是 变量 wu 的 函数 ,而 和 w 又 量变 量 z,y 的 函数 ,xx 二 ulx,y), v= 二 v(x,y)， 
则 称 z = fLu(z,y),v(zx,y)j] 是 zy 的 二 元 复合 函数 , u,v 为 中 间 变 量 . 
定理 7-3 设 水 数 妈 二 u(xz,y),v 二 v(x,y) 在 点 (z,y) 处 有 对 过 及 y 的 偏 导数 ,函数 z= 二 f(u,v) 在 
对 应 点 (u,v) 处 有 连续 偏 导 数 , 则 复合 函数 = = 二 f[Lu(z,y) ,v(x,y)j] 在 点 (zx,y) 处 就 有 对 z,y 的 偏 导 
数 , 且 有 


az _ 9z du | 9z 9 


9 并 9ULoz gmogZz 


gz _ 9z qu | 9z 9U 
ay ax ay gm 9y 


证 明 从 略 . 我 们 常用 图 示 法 表示 各 变量 之 间 的 关系 ,如 图 7-19 
<Xx 图 中 的 每 一 条 线 表示 一 个 偏 导数 ,如 “ z->u ”表示 站. 现在 我 们 利用 图 来 求 3E, 首先 
看 z 通 过 中 间 变 量 到 达 z 有 两 条 路 径 : =-> wx-> 工 和 z->u->z， 那么 结果 就 一 定 是 两 项 之 
图 7.19 ”和 ,又 在 第 一 项 中 有 <-~w 和 wz 两 个 环节 ,那么 这 一 项 一 定 是 两 式 相 乘 , 即 宪 伯 . 同 理 





9z gm 
第 二 项 为 只 名 ,于 是 


oz _ gz gu | 9z 9 
oz dudr gmoZz 
一 般 地 ,无 论 复合 函数 的 复合 关系 如 何 , 因 变量 到 达 自 变量 有 几 条 路 径 ,就 有 几 项 相 加 ,而 一 条 路 径 
中 有 几 个 环节 ,这 项 就 有 几 个 偏 导数 相 乘 , 这 个 特点 又 称 之 为 锁链 法 则 . 





第 七 章 ”多 元 函数 微 积分 





例 7-15 设 z= 二 ulnv, 而 w= 二 z 一 yy,v 二 xy, 求 二 ,一 . 


9z _ dz Au | Gz 9U _ WU 
解 Be Bu drt gw Bz lnv 2z 十 了 9 dln yp) 


9z _ gz qu | 9z90 一 Ye a es 
3 lInv.( 2y) 十 了 es 2yln(Czy ) 十 


例 7-16 设 z= wwv,w 二 cosx, v= 二 sinx, 求 全 











解 由 右 图 7-20 可 知 i 
dz 9z du 十 3z dv NS 
dr Qudx 9vdzx 

. ee we. 图 7-20 
= Zuv(— sinw) +u cosr = cos rT— 2sin Zeosz 

例 7-17 设 z== ozyy) 一 et ,而 u 二 x?siny, 求 tt. - 

解 不 妨 设 z 二 et ,而 二 x?siny,v 二 x;w 二 y, 则 由 图 图 7-21 可 知 y 

gz_ gz qu gz dv | 9z dw - 图 7-21 


ar gxar gdzr adz 
= 2uer t+ 2zsiny 十 2ve te 1 2we tt 0 
一 2z(2z2sin2y 十 1)ec eye ty 
gz gzgat | 9z dv , 9z dw 


ay Qudy aody amwdy 


wt 





区 
= 2ue zicosy | 2ve te 0 2wer tt ,1 


zt sine ytze 十 池 


一 2(z'sinycosy 十 y)e 
例 7.18 设 = 二 f(z,w 的 偏 导数 连续 , 且 v 一 3 也 十 儿 ， 求 3 ,3 ee 
解 ” 函 数 各 变量 之 间 的 关系 如 图 7-22 图 所 示 , 由 锁链 法 则 


a | 图 7-22 
ax De Bw Bk fT fT) » bx 


= f (xu) 6rf' s.r,u) 
9z_ 9f Ou _ /8 
= 4y f(r,u) 
全 微分 形式 的 不 变性 设 z= f(u,v) 具有 连续 偏 导 数 , u 二 u(x,y),v 二 v(xz,y) 也 都 有 连续 偏 导 
数 , 则 
9 


_ 9z gz]1 _ gz/9u au 9z /gm gm 
de a+ oy)t 了 (了 2dz 十 32dy| 





/az 9u , 9z ov az ou ,9z am 
和 or dx | dw ji (se By Bo 2)d 


三 和 dz 本 dy 
可 见 , 全 微分 总 是 等 于 各 变量 的 偏 微 分 之 和 ,而 不 管 这 组 变量 是 中 间 变 量 ,wv 还 是 自 变量 z ,y. 这 种 
形式 具有 一 致 性 , 称 为 全 微分 形式 的 不 变性 . 
二 、 隐 遂 数 的 求 导 公式 


在 一 元 函数 中 已 经 介绍 过 用 复合 函数 的 求 导 法 则 来 求 由 方程 F(x,y) = 0 所 确定 的 隐 和 函数 y = 
f(z) 的 导数 . 现在 通过 多 元 函数 求 偏 导数 的 方法 ,给 出 隐 函 数 的 求 导 公 式 . 

若 将 F(z,y) 看 成 z,y 的 二 元 函数 ,而 y 又 是 xz 的 函数 y = f(x), 于 是 F(z,y) = 0 就 成 为 F[x， 
f(x)|= 0. 

将 上 式 两 边 对 工 求 导 ,有 


医用 高 等 数学 





aF 
oF ,9F dy_ yy ar E/E 
eT ay dr aF (yz) 
9y 


Oz F, gz F 


一 一- 二 之 es 


ax F,.” ay 下 。 
例 7-19 求 由 方程 siny 十 e 一 zy* 一 0 所 确定 的 隐 函 数 的 导数 9 
解 设 F(z,y) 一 siny 十 er 一 2Zy2 ， 则 有 
F ,=e —y,F, = cosy 一 2zy 


d 二 nn 

dz 下 ， cosy 一 2zy cosy 一 2zy 
例 7-20 求 由 方程 z == e? 十 e 所 确定 的 隐 函 数 z = f(x,y) 的 偏 导 数 
解 令 FGzyz) = 二 e 一 z 十 e 二 0, 则 





例 7-21 设 之 十 光一 1， 求全 ,3 以 及 它们 在 点 (0,1) 的 值 . 


解 这 里 令 F(x,y) 一 对 十 光一 1 则 





F, dr ls 
ee 一 要 

| 

dx? y? y? y ys 9 dx? | 
【思考 与 讨论 】 
1. 以 下 关于 函数 z = f(x,y) 的 四 个 命题 ,请 列 出 它们 关系 (这 里 记 点 (zo ,yo) 为 Po ). 
(1) z 在 Po 点 连续 ; (2) z 在 Po 点 的 (两 个 ) 偏 导数 连续 ; 
(3) < 在 P。 点 可 微 ; (4) z 在 Po 点 的 (两 个 ) 偏 导数 存在 . 


2. 在 隐 函 数 的 求 导 法 则 中 , F, 表示 函数 F(z,y) 对 z 的 偏 导数 ,这 时 对 包含 在 y 中 的 变量 也 求 导 吗 ? 
第 四 节 ”多 元 函数 的 极 值 


一 、 二 元 函数 的 极 值 
例 7-22 函数 f(z,y) = 十 光一 1 的 图 形 为 旋转 抛物 面 ,如 图 7-23 所 示 , 此 曲面 上 的 点 (0,0;, —1)» 
低 于 周围 的 点 , 即 当 z 关 0,y 关 0 时 ,有 f(z,y) = xz 十 一 1 >> 一 1 = 了 (0,0), 这 时 称 该 函数 在 点 (0， 
0) 取得 极 小 值 一 1. 
例 7-23 函数 z= 二 V1 一 zx 一 y 的 图 形 为 上 半球 面 ,如 图 7-24 所 示 , 显 然 此 曲面 上 的 点 (0,0,1) 高 


于 周围 的 点 , 即 在 点 (0,0) 附近 任意 点 (z,y) 处 ,都 有 f(x,y) 二 V1 一 x 一 y? 二 1 二 f(0,0)，, 这 时 称 该 
函数 在 点 (0,0) 处 取得 极 大 值 1. 


北齐 多 元 报信 





图 7-24 





在 上 述 例子 中 函数 都 有 局 部 最 小 值 或 最 大 值 ,下 面 给 出 极 值 的 确切 定义 . 

定义 7-6 设 (re ,yo) 是 二 元 函数 之 一 fx,y) 的 定义 域 D 内 部 的 点 ,如 果 对 于 (zo yo) 附近 的 任何 
异 于 (xo ，y0) 的 点 (zy,y)， 都 有 

jz,y) < zyo) 或 zy) > fzo, Yo) 

则 称 函 数 在 点 (zo,yo) 有 极 大 值 或 极 小 值 ( 统 称 极 值 ) jzo ,yo)， 而 (zo,yo) 称 为 极 大 值 点 或 极 小 值 点 
(统称 极 值 点 ). 

例 7-24 函数 z= zy 在 点 (0,0) 处 不 能 取得 极 值 . 因为 点 (0,0) 附近 的 任何 异 于 (0,0) 的 点 ,其 函 
数值 既 可 能 取 正 值 也 可 能 取 负 值 ,而 点 (0,0) 处 的 函数 值 为 零 . 

二 元 函数 的 极 值 问题 ,一 般 可 以 用 偏 导数 解决 ,以 下 两 个 定理 叙述 了 偏 导 数 与 极 值 的 关系 . 

定理 7-4( 极 值 存在 的 必要 条 件 ) ”如 果 函 数 z 二 f(z,y) 在 点 (zo ,yo) 处 有 两 个 一 阶 偏 导数 , 且 在 点 
(zo，Yo) 处 有 极 值 , 则 

Ff (eo) 一 0， PCzoyyo) 一 0 

证 明 不 妨 设 函数 2 Fly 在 点 (zo yo) 处 取得 极 大 值 , 按 定义 ,在 点 (zo ,yo) 附近 任何 异 于 
(Czoyyo) 的 点 (z,y)， 都 满足 f(x,y) 二 FCzoyyo). 

这 里 ,如 果 将 f(x,yo) 看 成 是 关于 工 的 一 元 函数 ,那么 工 二 zo 就 是 一 元 函数 fCz,y) 处 取得 极 大 值 
的 点 ,因而 必定 有 广 -(zo,yo) 一 0. 
同 理 可 证 广 ,(zo,yo) 一 0. 

PCzy) 一 0 


仿照 一 元 函数 ,我 们 把 满足 方程 组 | rz,) - 0 的 点 称 为 函数 的 驻 点 . 


对 于 偏 导数 存在 的 函数 来 说 ,如 果 有 极 值 点 , 则 极 植 点 一 定 是 驻 点 . 但 上 面 的 条 件 并 不 是 充分 的 , 即 
驻 点 不 一 定 是 极 值 点 . 如 例 7-24 中 ,点 (0,0) 是 函数 = = zy 的 驻 点 ,但 不 是 极 值 点 . 

下 面 不 作证 明 地 给 出 判断 极 值 的 充分 条 件 . 

定理 7-5〈 极 值 存在 的 充分 条 件 ) 设 函数 = 二 f(x,y) 在 点 (zo,y) 及 其 附近 具有 连续 的 二 阶 偏 导 
数 , 且 f s(xo ,yo) 二 0， fy (zo ,yo) 一 0. 令 A= hs os oy B= fi) C= fw CTosy0)s 则 

(1) 当 Bi:—AC =0 时 , 若 A 二 0， fzo ,yo) 是 极 小 值 , 若 A 0 f(xo ,Yo0) 是 极 大 值 ; 

(2) 当 B? 一 AC >0 时 ，FGzo,y) 不 是 极 值 ; 

(3) 当 户 一 AC == 0 时, f(zo ,yo) 是 否 为 极 值 , 需 要 另 作 讨论 . 

综合 定理 7-5(1) 和 (2), 对 于 具有 二 阶 连续 偏 导数 的 函数 z = f(x,y)，, 其 极 值 的 求法 可 归结 为 以 下 步骤 ; 


(1) 求 2 二/(z,y) 的 一 阶 偏 导数 数 , 解 方程 组 下 得 所 有 实数 解 , 列 出 所 有 驻 点 ; 


(2) 求 z 二 f(x,y) 二 阶 偏 导数 ,对 每 一 个 驻 点 ,算出 对 应 的 A,B,C 的 值 ,并 根据 B: 一 AC 的 符号 判 
断 驻 点 是 否 为 极 值 点 ; 

(3) 求 出 极 值 点 的 函数 值 . 

例 7-25 求 函 数 f(x,y) 二 一 十 37z? 十 3y 一 9z 的 极 值 . 

解 f(x,y) = 二 3x 十 6z 一 9,f,(zx,y) = 一 3 十 6y。 


WI EA 


JP(Czy) 一 3z 十 6z 一 9 一 0， 
引 得 驻 点 (1,0), (1,2), (一 3,0), (一 3,2). 
解 方程 组 | 一 一 3 光 十 6y 一 0 得 驻 点 
求 函 数 的 二 阶 导数 ， 


-zy) 一 6z 十 6， (zy) 王 0， (zy) = 一 6y 十 6 

在 点 (1,0) 处 , AC 一 B =12 .6>0, 且 A>0, 函数 有 极 小 值 ，F(1,0) = 5; 

在 点 (1,2) 处 , AC 一 B? = 12.。 (一 6) 二 0, f(1,2) 不 是 函数 的 极 值 ; 

在 点 (一 3,0) 处 , AC 一 了 B: = 一 12 。6 二 0, f( 一 3,0) 不 是 函数 的 极 值 ; 

在 点 (一 3,2) 处 , AC 一 B: = 一 12。( 一 6) > 0, 且 A 一 0, 函数 有 极 大 值 , f( 一 3,2) = 31. 

必须 指出 :二 元 函数 的 极 值 点 可 能 会 出 现在 一 阶 偏 导数 不 存在 的 点 中 . 例如 ,函数 > = VT 十 在 点 
(0,0) 处 取得 极 小 值 z |o,o = 0. 因为 在 点 (0,0) 附近 任意 点 (z,y) 处 ,有 f(x,y) = V 了 十 昂 之 0 王 
了 (0,0)，, 但 在 点 (0,0) 处 的 一 阶 偏 导数 都 不 存在 . 

如 果 函 数 > = f(x,y) 在 有 界 闭 区 域 D 上 连续 , 则 在 D 上 一 定 有 最 大 值 和 最 小 值 ,与 一 元 函数 类 似 ， 
二 元 函数 的 最 大 值 和 最 小 值 , 不 仪 可 能 在 区 域 D 的 内 部 取得 ,也 可 能 在 区 域 D 的 边界 上 取得 . 因此 , 求 二 
元 函数 的 最 大 值 和 最 小 值 时 ,只 要 求 出 区 域内 的 所 有 极 值 ,以 及 区 域 边界 上 的 最 大 值 和 最 小 值 ,然后 从 中 
找 出 最 大 者 和 最 小 者 ,就 求 出 了 最 大 值 和 最 小 值 . 这 显然 是 复杂 的 ,在 实际 问题 中 ,如 果 根 据 问题 的 性 质 ， 
可 以 确定 函数 > = f(z,y) 区 域 D 上 有 最 大 值 (或 最 小 值 ) ,而 且 函 数 在 D 内 部 有 且 只 有 一 个 驻 点 ,那么 
可 以 肯定 该 驻 点 必定 是 函数 f(z,y) 在 D 上 的 最 大 值 点 (或 最 小 值 点 ). 

例 7-26 做 一 个 体积 为 V 的 长 方 体 有 盖 水 箱 , 问 如 何 选 择 尺 寸 , 才 能 使 用 料 最 省 ? 


解 ” 设 水 箱 的 长 . 宽 分 别 为 z,y， 则 高 为 ， 此 水 箱 所 用 材料 的 表面 积 为 


A=—2(wt+y* tz )—2(wy + 让 + 闻 ) (tz>0,y> 0) 


材料 面积 A 是 zx,y 的 二 元 函数 ,z,y 取 何 值 时 ? A 最 小 . 


由 问题 的 实际 意义 断定 有 最 小 值 ,而 驻 点 只 有 一 个 ,因此 函数 A 必 在 (YYV,YV) 处 有 最 小 值 . 故 当 有 
盖 水 箱 的 长 . 宽 、 高 都 为 VV 时 ,所 用 材料 最 省 . 


二 、 条 件 极 值 


上 面 给 出 的 求 二 元 函数 f(x,y) 的 极 值 的 方法 中 , 自 变量 z,y 是 相互 独立 的 , 即 自 变 量 除 了 定义 域 的 限制 
外 ,不 受 其 他 条 件 的 约束 , 称 这 类 极 值 为 无 条 件 极 值 ,简称 极 值 . 如 果 自 变量 xz 与 y 之 间 还 有 附加 的 约束 条 件 
g(x,y) 一 0 限制 ,使 得 它们 不 是 完全 相互 独立 的 , 像 这 样 对 自 变 量 有 附加 条 件 的 极 值 问题 称 为 条 件 极 值 . 

例如 ,上 面 的 例 7-26 , 若 将 表面 积 人 看 成 是 z,y,z 的 三 元 函数 A 王 2(zy 十 各 十 xz), 则 自 变量 有 约 
束 条 件 V = zyz, 这 是 一 个 三 元 函数 的 条 件 极 值 . 通过 约束 条 件 消 去 z, 此 时 A 变 成 z,y 的 二 元 函数 ,而 
Z,y 是 相互 独立 的 ,就 化 为 二 元 函数 的 无 条 件 极 值 了 . 

不 是 所 有 问题 都 像 例 7-26 一 样 ,条 件 极 值 轻易 地 就 转化 成 了 无 条 件 极 值 . 以 下 的 拉 格 朗 日 乘 数 法 就 
是 求解 条 件 极 值 的 方法 . 

拉 格 朗 日 乘 数 法 求 函 数 z = f(z,y) 在 附加 条 件 gCz,y) 一 0 下 的 极 值 . 以 通过 如 下 步骤 ， 

(1) 作 拉 格 朗 日 函数 

L(zsy) = f(y TA ry) 

其 中 4 为 常数 , 称 为 拉 格 朗 日 常数 ;将 原 条 件 极 值 问 题 化 为 求 三 元 函数 L(z,y,4) 的 无 条 件 极 值 问题 . 
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(2) 由 无 条 件 极 值 问题 的 必要 条 件 有 
L’, 一 PCzy) 十 Mg (CCzyy) 一 0 
区 = f(r,y) A (zy) = 0 
L’ 一 gCzyy) 一 0 
解 上 述 方程 组 , 求 得 可 能 的 极 值 点 (zo ,yo), 我 们 称 点 (zo ,yo) 为 条 件 驻 点 . 
(3) 根据 实际 问题 的 性 质 判别 (zo , yo) 是 否 为 极 值 点 (充分 条 件 略 ). 
例 7-27 求 表面 积 为 a?，, 而 体积 为 最 大 的 长 方 体 的 体积 . 
解 ” 设 长 方 体 的 棱 分 别 为 zx,y,z， 则 问题 就 是 在 约束 条 件 
g(zyyz) 一 2zy 十 2 和 十 2xzz 一 好 一 0 
下 , 求 函数 
V=zyz (rz>0,y>0,z>0) 
的 最 大 值 , 作 拉 格 朗 日 函数 
L(x,y,z) = xyz 二 A(2zy 十 2 迷 十 2zz 一 02) 
对 L(x,y,z) 求 XY 的 偏 导 数 , 并 使 之 为 零 , 再 与 8g(X, YZ) 一 0 联 立 ,得 
yz 十 2A(y 十 zx) 一 0 
Xz 十 2A(X 十 z) 二 0 
XxXy 十 2A(y 十 XZ) 二 0 
2zy 十 2y 十 2Xz 一 a: 二 0 
因 xz,y,z 都 不 为 零 ,由 方程 组 的 前 三 式 得 


Es nh 
y yz >z i 


解 之 得 


代入 方程 组 的 第 四 式 得 


| 
一 一 
ls 
Ee) 
— 
| 
世 
和 CD 


根据 问题 本 身 的 性 质 ,可 以 肯定 ,最 大 的 体积 是 V 


【思考 与 讨论 】 
1. 对 于 一 元 函数 ,一 阶 导数 不 存在 的 点 可 能 是 函数 的 极 值 点 . 对 于 二 元 函数 有 相同 的 结论 吗 ? 


2. 拉 格 朗 日 乘 数 法 中 , 求 得 函数 = = f(x,y) 在 条 件 gCz,y) 一 0 下 的 可 能 的 极 值 点 ,这 极 值 点 是 驻 
点 吗 ? 若是 ,是 哪个 函数 的 驻 点 ?能 用 充分 性 条 件 定理 来 判断 他 是 否 为 极 值 点 吗 ? 


第 五 节 二 重 积 分 


一 元 函数 微分 学 的 概念 与 思想 方法 可 以 推广 到 多 元 函数 ,我 们 知道 ,一 元 函数 的 积分 是 某 种 确定 形 
式 的 和 的 极限 ,这 种 和 的 极限 的 概念 推广 到 定义 在 区 域 上 的 多 元 函数 , 便 得 到 重 积分 . 


一 、 二 重 积分 的 概念 和 性 质 


1. 曲 顶 柱 体 的 体积 ” 设 z== f(x,y) 在 有 界 闭 区 域 D 上 为 正 的 连续 函数 ,在 几何 上 它 表示 一 个 连续 
曲面 S. 我 们 把 以 S 为 顶 、D 为 底 , 以 DD 的 边界 曲线 为 准 线 , 而 母线 平行 于 xz 轴 的 柱 面 为 侧面 的 空间 立体 
称 为 曲 项 柱 体 (图 7-25). 如 何 求 这 种 曲 顶 柱 体 的 体积 呢 ? 类 似 于 求 曲 边 梯形 面积 ,我 们 采用 “分 割 、 近 似 
代替 、 求 和 、 取 极限 ”的 方法 解决 这 个 问题 . 

(1) 分 割 :用 一 组 曲线 网 把 品 分 成 个 小 闭 区 域 (图 7-26) Ao ,Am ，…Ao， 各 个 小 闭 区 域 的 面积 也 
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用 这 些 记 号 表示 . 分 别 以 这 些小 闭 区 域 的 边界 为 准 线 , 作 母线 平行 于 z 轴 的 柱 面 ,将 原来 的 曲 顶 柱 体 分 成 
nn 个 小 的 曲 顶 柱 体 ,以 AVi,AVz，…，,AV, 表示 这 些小 的 曲 顶 柱 体 的 体积 . 


x 





图 7-25 


(2) 近似 :各 Ac 很 小 时 , 因 f(z,y) 连续 , f(x,y) 在 Ac: 内 的 变化 很 小 ,小 曲 顶 柱 体 的 曲 顶 可 近似 为 平 项 ， 
我 们 在 Ac 中 任 取 一 点 (和 ,四 )， 以 f(&,n%) 为 高 的 而 底 为 Ao; 的 平 顶 柱 体 的 体积 为 1(&;,w)Aoi(i 二 1,2,…， 
n), 它 近 似 等 于 相应 的 小 曲 顶 柱 体 的 体积 ， 即 AV; 入 flé, ,1:) Aoi (i = 1,2,°",n). 


(8) 求 和 :对 上 述 x 个 小 柱 体 的 体积 求 和 ,就 得 到 大 曲 项 柱 体 体积 V 的 近似 值 , 即 二 》)AV; ~ 


D1 fl ,gao 
. (4) 取 极 限 : 令 n 一 ce 或 使 各 Ac 中 最 大 者 的 直径 趋 于 零 , 所 得 的 极限 值 定义 为 该 曲 顶 柱 体 的 体积 ， 
BV = limD) f(&, pA0 

2、 二 重 积分 的 概念 

定义 7-7 设 f(z,y) 是 定义 在 有 界 闭 区 域 D 上 的 二 元 连续 函数 ,将 DD 任意 分 割 成 n 个 小 闭 区 域 
Am , Avs，…, Ag,， 其 中 Ac, 也 表示 第 i 个 小 闭 区 域 面积 ,在 每 个 Ax 上 任 取 一 点 (6,3)， 作 和 》)f(&， 
办 ) Aoi, 令 4 表示 Aoi(i 二 1,2,…,n) 中 的 最 大 直径 , 当 4 趋 于 零 时 ,此 时 7 无 限 增 大 ,如 果 和 式 的 极限 存 
在 , 则 称 此 极限 为 二 元 函数 f(x,y) 在 闭 区 域 D 上 的 二 重 积分 , 记 作 

由 resac, 即 |rczode= lm D2 fp A 


其 中 | 为 二 重 积分 号 , DD 为 积分 区 域 , f(z,y) 为 被 积 函数 ，dc 为 面积 元 素 ，/(z,y)d 为 被 积 表 达 


式 , X,Y 为 积分 变量 . 
由 二 重 积分 的 定义 可 知 :前 面 所 述 曲 项 柱 体 的 体积 就 是 曲 顶 f(z,y) 在 底 D 上 的 二 重 积 分 , 即 V = 


| (zy)a. 


二 重 积分 的 定义 中 对 闭 区 域 D 的 划分 是 任意 的 ,特别 地 ,在 直角 坐标 系 中 用 平行 于 坐标 轴 的 直线 网 
来 划分 D, 则 除了 包含 边界 点 的 一 些小 闭 区 域外 ,其 余 的 闭 区 域 都 是 矩形 的 小 闭 区 域 , 设 小 矩形 区 域 Ac 
的 边 长 分 别 为 Az 和 Ay (图 7-27), 则 小 矩形 区 域 的 面积 为 Ac = ArzAy. 因此 ,在 直角 坐标 系 下 ,可 以 把 
面积 元 素 记 为 do 二 dzdy. 则 在 直角 坐标 系 下 ,二 重 积分 可 表示 成 


re， a 
D 


dzdy 称 为 直角 坐标 系 下 的 面积 元 素 . 

需要 指出 , 当 f(z,y) 在 闭 区 域 D 上 连续 时 ,上 述 和 式 的 极限 存在 , 即 
f(z,y) 在 区 域 D 上 的 二 重 积分 存在 ,这 时 也 称 函 数 f(z,y) 在 D 上 是 可 积 
的 . 以 后 ,我们 总 假定 f(x,y) 在 闭 区 域 D 上 是 连续 的 . 

二 重 积 分 的 几何 意义 , 如 果 f(x,y) 宇 0, 则 曲 顶 柱 体 在 xOy 面 的 上 方 ， 
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二 重 积 分 即 为 柱 体 的 体积 ; 若 f(x,y) 三 0, 曲 顶 柱 体 在 zOy 面 的 下 方 ,二 重 积 分 是 负 的 ,其 绝对 值 是 柱 
体 的 体积 ;车 f(x,y) 在 DD 的 部 分 区 域 是 正 的 ,部 分 区 域 是 负 的 , 则 二 重 积 分 就 是 xOy 面 上 方 柱 体 的 体积 
减 去 下 方 柱 体 的 体积 . 

3. 二 重 积分 的 性 质 二 重 积分 具有 与 一 元 函数 定 积分 类 似 的 性 质 ( 假 设 所 讨论 函数 在 积分 区 域 D 
上 是 连续 的 ): 

性 质 7-1 积分 号 里 的 常数 因子 可 以 提 到 积分 号 的 外 面 


|ef Cx, de es #||f Cx, de (为 常数 ) 
性 质 7-2 有限 个 函数 代数 和 的 积分 等 于 各 函数 积分 的 代数 和 
je 过 Nwert eye 


性 质 7-3 ”如果 闭 区 域 D 被 有 限 条 曲线 分 割 成 有 限 个 部 分 闭 区 域 ， 则 D 上 的 积分 等 于 各 部 分 闭 区 域 
上 积分 的 和 . 例如 , D 被 分 成 了 两 个 闭 区 域 Di ,D;, 则 


re -由 ee 


性 质 7-4 如 果 在 DD 上 总 有 f(z,y) 二 gzyy)， 则 
Jeswas < cryar 
D D 
性 质 7-5 设 M,m 分 别 是 函数 f(z,y) 在 D 上 的 最 大 和 最 小 值 , "是 了 的 面积 , 则 
i <|/(wa<M 
性 质 7-6( 二 重 积 分 中 值 定理 ) 如 果 f(z,y) 在 有 界 闭 区 域 D 上 连续 ,o 是 DD 的 面积 , 则 在 DD 内 至 少 
存在 一 点 (é, 7 9 使 得 
re, sd = Hg 


这 个 性 质 的 几何 意义 是 :任意 曲 顶 柱 体 的 体积 , 必 有 一 个 以 DD 为 底 、 D 内 至 少 能 找到 一 点 (8, 力 , 其 

函数 值 f(&, 为 高 的 平 顶 柱 体 的 的 体积 与 之 相等 . 
二 、 二 重 积 分 的 计算 

用 定义 计算 二 重 积分 ,是 复杂 和 困难 的 . 在 很 多 情况 下 ,二 重 积分 可 化 为 二 次 单 积分 来 计算 ,下 面 给 
出 直角 坐标 系 和 极 坐标 系 中 二 重 积分 的 计算 方法 . 

1. 利用 直角 坐标 系 计算 二 重 积分 ”如果 平面 区 域 卫 能 够 表示 成 < 二 z 坟 六 (CD) 之 y 之 gz(z), 其 
中 函数 wm (z) ,gz(z) 在 [a, 站 上 连续 , 称 这 样 区 域 为 X 型 区 域 . 该 区 域 的 特点 是 : 穿 过 区 域 D 内 部 且 垂 
直 于 xz 轴 的 直线 与 D 的 边界 的 交点 不 多 于 两 点 . 如 图 7-28 所 示 . 

如 果 平面 区 域 D 能 够 表示 成 c 三 y 达 4d; 如 (y) 过 + 过 如 (>) ,其 中 函数 加 (y) ,gr(y) 在 [c,d] 上 连 
续 , 称 这 样 区域 为 Y 型 区 域 ,该 区 域 的 特点 是 : 穿 过 区 域 D 内 部 且 垂直 于 y 轴 的 直线 与 D 的 边界 的 交点 
不 多 于 两 点 . 如 图 7-29 所 示 . 


四 (Xx) 


LS 
o> 
! y=9(x) | ey je ! 


头 





图 7-28 


首先 讨论 积分 区 域 是 X 型 的 二 重 积分 f(z,y)do 的 计算 
了 
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按照 二 重 积分 的 几何 意义 , 当 f(z,y) > 0 时 ,f(z,y)ao 的 值 等 于 以 万 为 底 ,以 曲面 = 一 f(z,3) 
D 


为 顶 的 曲 顶 柱 体 的 体积 . 下 面 计算 这 曲 顶 柱 体 的 体积 . 
在 区 间 [a,b] 上 取 定 一 点 zo， 用 过 zo 且 平 行 于 yOz 面 的 平面 截 曲 顶 柱 体 , 得 到 底 边 区 间 为 
Lg (zo) ,gz (Czo)], 顶 边 曲 线 为 z = f(xo，,y) 的 曲 边 梯形 (图 7-30 中 阴影 部 分 ) ,这 截面 面积 为 
Te op ya dy 
nTo 
es 一 般 地 ,上 述 截面 过 [a, 内 任意 定点 工时 ,其 面积 为 
Js A 和 和 Fi 
P17) 


< 
A 在 工 十 dz 处 再 用 一 平行 于 yOz 面 的 平面 截 曲 顶 柱 体 ,由 于 dz 很 小 ,可 以 


认为 曲 顶 柱 体 在 zx 处 的 截面 面积 与 zx 十 dz 处 的 截面 面积 近似 相等 , 即 认为 两 
个 平面 将 该 曲 顶 柱 体 在 zx 与 zx 十 dz 处 截 得 一 个 底面 积 为 A(z) ,厚度 为 dz 的 
柱 体 薄片 ,相应 的 体积 微 元 为 dV = A(z)dz, 由 于 xz 是 [a,6bj] 内 的 任意 一 点 ， 
由 定 积 分 的 微 元 法 知 , 曲 顶 柱 体 的 体积 为 


六 = |ACar 三 [fo fc,wdy a 





于 是 有 
je 一 [fo fe,wdy Jae 


上 式 右 端 称 为 先 对 y 后 对 z 的 二 次 积分 . 由 此 看 到 ,二 重 积 分 的 计算 可 化 成 计算 两 次 单 积 分 来 进行 ,这 种 
方法 称 为 累 次 积分 法 . 对 y 积分 时 ,把 工 看 成 常数 ,把 f(x,y) 只 看 成 y 的 函数 ,并 对 > 从 yi(Cz) 到 ys (zx) 
进行 定 积分 ;然后 把 算得 的 结果 (关于 z 的 函数 ) 再 对 x 在 区 间 [La,5] 上 进行 定 积分 . 这 二 次 积分 也 可 写 为 
以 下 形式 : 

Je, = | az ”creway 


上 述 讨 论 中 , 我 们 先 假定 了 f(x,y) 0, 实际 上 这 二 次 积分 公式 不 受 此 条 件 约束 . 
如 果 积 分 区 域 是 Y 型 区 域 ( 图 7-29) ,类 似 有 
dr [py) d 
eu = fz) dr |dy = | ay| 
这 就 是 把 二 重 积分 化 为 先 对 zx, 后 对 y 的 二 次 积分 公式 . 

如 果 积 分 区 域 DD 不 属于 上 述 两 种 类 型 ,如 图 7-31 所 示 . 即 平行 于 之 轴 或 y 轴 的 直线 与 D 的 边界 的 交 
点 多 于 两 点 ,这 时 可 以 用 平行 于 xz 轴 或 平行 于 y 轴 的 直线 把 DD 分 成 若干 个 小 区 域 ,使 每 个 小 区 域 都 属于 
上 述 类 型 之 一 , 则 可 利用 性 质 7-3, 将 D 上 的 积分 化 成 每 个 小 区 域 上 积分 的 和 . 

例 7-28 计算 lzydzdy, 其 中 区 域 D:0 过 zx 过 1,1 志 y 达 2. 

解 ” 作 区 域 DD 的 图 形 ( 图 7-32) ,这 是 矩形 区 域 . 化 成 累 次 积分 时 ,积分 上 下 限 均 为 常数 . 如 果 先 对 y 
积分 , 则 把 这 看 成 常数 ,得 


» 


bY 
f(ryy) dz 
7) 





图 7-31 
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[EK a Rk 
如 果 先 对 二 积分 , 则 有 


NE EE 
D 


例 7-29 计算 ||zydo, 其 中 DD 是 由 抛物 线 y? = 工 及 直线 y 一 工 一 2 所 围 成 的 闭 区 域 . 





解 画 DD 的 图 形 ,图 7-32, 图 7-33 解 方程 组 _ 。”。 得 交点 坐标 为 (1, 一),(4, 2). 


这 积分 区 域 既 是 X 型 又 是 Y 型 的 ,显然 当 作 Y 型 区 域 更 方便 些 ,如 图 7-33 所 示 , 这 时 积分 区 域 D 可 
以 表示 为 


y€E[—1,2],y <yy) <y+2 


[El 
D 3 

-oto -r+ 
若 先 对 y 积分 后 对 z 积分 ,由 于 下 方 边界 曲线 在 区 间 [0,1j] 与 [1,4j 上 的 表达 式 不 一 致 ,这 时 就 必须 


用 直线 工 一 1 将 区 域 卫 分 成 Di 和 D: 两 部 分 (图 7-34). 则 Di 和 D; 可 分 别 表 示 为 





图 7-33 


Di = {(z,y) | 一 Mz 委 > 委 Vz,0 委 zz 委 ]1) 
D; 一 {Czyy) | zz 一 2 入 > 秋 Vz,1 委 z 委 4)} 
由 此 得 
1 VI 4 Vr 
Es 和 
Db D, D; 
显然 ,计算 起 来 要 比 先 对 z 后 对 y 积分 麻烦 ,所 以 恰当 地 选择 积分 次 序 是 化 二 重 积 分 为 二 次 积分 的 
关键 . 选择 积分 次 序 与 积分 区 域 的 形状 及 被 积 函数 的 特点 有 关 . 


例 7-30 改变 二 次 积分 | [| edz ]dy 的 积分 次 序 , 并 求 其 值 . 

解 实际 上 | e- dz 是 积 不 出 来 的 积分 ,但 从 题 中 的 积分 表达 式 可 以 看 出 ,积分 区 域 D 由 直线 z 一 
1, y= 二 0 与 y= 二 z 围 成 (图 7-35), 它 的 六 型 区 域 可 表示 为 
D= {(z,y) | 0 过 rR1,0R< yz) 过 7 


,ee Jed a = eos la 


D 


所 以 


例 7-31 求 由 两 个 圆柱 面 z 十 y ==R? 和 zw 十 z? 二 R? 相交 所 形成 的 立体 在 
第 一 卦 限 中 的 体积 . 
解 ” 所 求 立 体 (图 7-36) 是 一 曲 顶 柱 体 的 体积 . 它 以 圆柱 面 z = 二 VR 一 x? 为 
顶 , 底 为 xOy 面 上 的 四 分 之 一 圆 (图 7-37) ,用 不 等 式 组 表示 为 
D= {(z,»|0<y< VR-F,0<zr<R) 
所 求 体积 





v=|| VR —7drdy = Ba” dy 
D 


R R 
=| 本 = 二 WE dz 一 | (Rx)dzr = ZR’ 
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图 7-36 图 7-37 


2. 利用 极 坐 标 系 计 算 二 重 积分 ”前面 讨论 了 在 直角 坐标 系 下 计算 二 重 积分 的 方法 . 但 有 些 二 重 积 
分 ,其 被 积 函 数 和 积分 区 域 (如 圆 形 、 扇 形 、 环 形 域 等 ) 用 极 坐 标 系 表 示 时 比较 简单 ,这 时 可 考虑 利用 极 坐 
标 计算 二 重 积分 . 下 面 介 绍 在 极 坐标 系 下 二 重 积分 的 计算 方法 . 

因为 二 重 积分 与 积分 区 域 D 的 分 法 无 关 , 所 以 可 用 极 坐 标 系 下 以 极点 为 中 心 的 一 族 同 心 圆 (> = 常 
数 ) 以 及 从 极点 发 出 的 一 族 射线 (0= 常数 ) 来 分 割 区 域 D. 不 失 一 般 性 ,我 们 考虑 极 径 由 > 变 到 ”十 dr 和 
极 角 由 0 变 到 0 十 dg 所 得 到 的 区 域 (图 7-38). 该 小 区 域 可 近似 地 看 成 边 长 分 别 为 dr 和 rdgb 的 小 矩形 ,于 
是 极 坐标 下 的 面积 元 素 do = rdrd9. 再 用 坐标 变换 xz 二 rcosg, y = rsin9 代替 被 积 函 数 FCz,y) 中 的 xz 和 
y， 于 是 得 到 二 重 积分 在 极 坐 标 系 下 的 表达 式 : 


|f Cr,wae 一 J reospsrsin)raral 


实际 计算 时 ,与 直角 坐标 情况 类 似 ,还 是 化 二 重 积 分 为 累 次 积分 来 进行 计算 ,这 里 仅 介 绍 先 + 后 9 的 
积分 次 序 , 积 分 的 上 下 限 则 要 根据 极点 与 区 域 D 的 位 置 而 定 .下面 分 三 种 情况 说 明 在 极 坐 标 系 下 ,如 何 
化 二 重 积分 为 累 次 积分 . 

(1) 极点 O 在 积分 区 域 卫 之 外 (图 7-39). 





图 7-39 


此 时 区 域 D 界 于 射线 9 二 a 和 9 = 二 Bb 之 间 (a 二 PB) ,这 两 条 射线 与 DD 的 边界 的 交点 把 区 域 边界 曲线 分 
为 内 边界 曲线 x = r1(0) 和 外 边界 曲线 x 二 rs (0) 两 个 部 分 , 则 
D= {(zx,y)|r(0) Xr<r(0) a0R<p) 


B ro (0) 
| (rcosO ,rsing)rdrd0 一 L dg 内 大 (Crcos0g,rsin0)7rdr 
a nl 
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(2) 极点 O 在 积分 区 域 卫 之 内 (图 7-40). 
此 时 极 角 0 从 0 变 到 2x, 如 果 D 的 边界 曲线 方程 是 x = >(0)， 则 
D= {(z,y) | 0<r 寺 rr,0<0< 2r) 


| (rcosb,rsing)rdrd6 = | dg 大 (Crcosb,rsin0)7dr 
Db 
(3) 极点 O 在 积分 区 域 D 的 边界 上 (图 7-41) 


r=r(0) 





图 7-40 图 7-41 
此 时 极 角 9 从 a 变 到 B, 设 区 域 D 的 边界 曲线 方程 是 x == ”>(0), 则 
D= {(zx,y) | Orr(0) ,a 0<P) 
| (rcos0,rsing)rdrd0 = [rao] f(rcos0,rsing)rdr 
pb a 0 


例 7-32 计算 ||arctan do, 其 中 吕 是 由 圆周 zx? 十 y= 二 1, x 十 y 二 4 及 直线 y= 二 0,y 二 工 围 成 
D 


的 在 第 一 象限 内 的 闭 区 域 . 
解 ” 积 分 区 域 D 如 图 7-42 所 示 ,在 极 坐标 系 中 可 以 表示 为 


0<0<7， 1 过 r 过 2 





em d= em ren, drd0 = 上 0b| eS 


-BTBT- 训 


‘QL 





图 7-42 图 7-43 图 7-44 


例 7-33 计算 ew” dzxdy, 其 中 区 域 D= {(x,y) 1 0 过 十 YY 声 a?). 
Db 


解 ” 积分 区 域 D 如 图 7-43 所 示 , 其 极 坐标 表 表示 0 三 r+ 三 4a,0 志 9 过 2x, 则 
2 2 2xr [fe 3 
er ?dzxdy= lle™” rdrd9 = er pdo |d0 
I 


-#7 ] 由 = 二 Gd 一 ec )| d= ne) 


2az 一 z2 


2a 
例 7-34 计算 二 重 积分 | dz| (x 十 y)dy. 


解 ”从 积分 限 可 以 看 出 ,积分 区 域 卫 是 圆周 (x 一 a)? 十 x 二 a 与 x 轴 围 成 的 在 第 一 象限 的 内 的 闭 
区 域 (图 7-44) ,结合 被 积 函 数 的 形式 , 极 坐 标 系 下 积分 比较 方便 ， 


医用 高 等 数学 “汪汪 





D= {(r,0) | 0<I<F,0 Sr 2ac0s0) 


原 式 = | se [ardg 
D D 


a PF dr rdr = a cos:0d0 = as (+ 22s20) dg 


= [e+ sin20 十 去 9 十 于 sin4g | 二 nat 
0 


【思考 与 讨论 】 


1. 划分 积分 区 域 , 为 何 要 求 任何 垂直 于 轴 的 直线 与 区 域 的 边界 相交 不 多 于 两 点 ? 
2. 若 积 分 区 域 D 一 D 过 也 ,， 其 中 D) = {(z,y) | (CE5Y) € By ee es 宇 0})s D, = {((zyy) | (ws 


ED,fCzsy) 0 fry de =|fCz,y)dzrdy 十 上 f(z,y)dzdy 的 几何 意义 是 什么 ? 
Db D, D, 
3. 怎样 用 二 重 积分 表示 平面 区 域 D 的 面积 ? 
习 题 七 
1. 求 函 数 的 定义 域 D, 并 画 出 区 域 D 的 草图 : 
= i 
(1)z = my 《2) 多 ry 


/ 1 
(3)z= Zoy 十 工 一 Vy; (4) f(x,y) i 
2. 求 下 列 函数 的 极限 : 


i 
Da 








Xx 
y0 

Cy lin Si, (着 ley, 
= -Ce 

3. 求 下 列 函 数 的 间断 点 : 

i CU wi 

(Cz— 1 Cy sinzsiny 

4. 求 下 列 函 数 的 一 阶 偏 导 数 : 

(DD z= yo ys (Oe 

(3) = ln(z 二 yz); (1D) z= siny cos Ts 

(5) z = lnln(z+ lny); C67 B= 

5. 求 下 列 函 数 在 指定 点 的 偏 导数 : 

(1D = 一 sin(2z 十 4y) 在 点 (至 ,至 ); 

(2)z 二 Zz 十 y 一 Vz 十 在 点 (3,4). 

6. 求 下 列 函 数 的 DZ2 "ay? "gray 

(1)z= Zzxiy—37y 一 zy 十 1; (2) z = cos? (az + by). 

7. 求 下 列 函 数 的 全 微分 : 

(Dz=wytys (2) z= ez; 

(3)u= x; (4) z 一 工 十 > 


光一 


第 七 章 多 元 函数 微 积 分 





8. 求 函 数 = 当 之 一 2,y 一 1,Az 王 0. 1,Ay 一 一 0.2 时 的 全 增 量 和 全 微分 . 
9. 求 下 列 复合 函数 的 偏 导数 或 全 导数 : 
(1) z= wlnv, 而 u = > = 3Z 一 2y; 


(2) 设 z= 二 wv 一 wv?, 而 二 xcosy,v 二 Xsiny; 


ear ( 一 之 ) 
(3) & i 


(4) < 一 arccot(zxy), 而 y= @. 
10. 求 下 列 函数 的 一 阶 偏 导数 (其 中 f 具有 一 阶 连续 偏 导 数 ): 


,而 y= asinz,z = cosz; 


(Du=s frry ,Tyz); (2)u = f(r’ — y,e?). 
Ye y i L192 19z_ 2 
11, 设 z fz’ — y:) 其 中 fu) 为 可 导 函 数 ,验证 zr i y ay 2 


12. 求 隐 函 数 的 导数 : 
bl rn (2 亚 三 下 三 , 求 踊 及 2 
六 dz 多 y gz “gy 





(3) 2sin(z 十 2y 一 3z) = x 二 2y— 3z, 过 下 十 

13. 求 下 列 函 数 的 极 值 

(1) f(z = 4(z5— WW—x— ys (2) zy = (6r—7) 4y— yy); 

(3) f(x,y) 一 ez(z 十 2y 十 冯 )， 

14. 求 内 接 于 半径 为 R 的 球 有 最 大 体积 的 长 方 体 . 

15. 形状 为 椭 球 4? 十 十 4z? 之 16 的 空间 探测 器 进入 地 球 大 气 层 ,其 表面 开始 受热 ,1h 后 在 探测 器 


的 点 (z,y,z) 处 的 温度 工 = 8x? 十 4yz 一 16z 十 600, 求 探测 器 表面 最 热 的 点 . 


可 


16. 更 换 下 列 二 次 积分 的 积分 次 序 : 


1 Vy 2 2y 

(1) [Ce Ps ds (2) J ay] :redz 
e jnz 区 sinr 

G) [az] ey ds CO | "dz| 人 


17. 选取 适当 的 坐标 计算 二 重 积分 : 
GD)|| +owdzrdy, 其 中 也 是 y = z,y = 5z,z = 1 所 围 成 的 闭 区 域 ， 


ol Vydo, 其 中 D 是 由 两 条 抛物 线 y = Vz,y = xz? 所 围 成 的 闭 区 域 ; 

(3) jzy?ar, 其 中 DD 是 由 圆周 <? 十 y 一 4 及 y 轴 所 轩 成 的 右 半 闭 区 域 ， 
oli 其 中 忆 是 由 直线 z 一 2,y 一 z 及 曲线 zy = 1 轴 所 围 成 的 闭 区 域 ; 
(5) | ,到 二 do, 其 中 帮 是 圆 环形 闭 区 域 {Cz,9) | 4? 之 x 十 六 之 扩 ); 
ol VR’ 一 x 一 ydo, 其 中 马 是 zx? 十 y= Rx 所 围 成 的 区 域 ; 


od le 其 中 DD 是 zx? 十 y = 1 所 围 成 的 区 域 
18. 设 平面 薄片 所 占 的 闭 区 域 D 由 直线 zx 十 y 王 2,y 王 工 和 z 轴 所 围 成 , 它 的 面 密 度 wx(z,y) 二 x? 十 


“，, 求 该 薄片 的 质量 . 


19. 求 由 球面 z 十 十 x 二 4a 与 柱 面 z 十 x 二 2ay 所 围 成 的 立体 的 体积 ( 指 含 在 柱 体 内 的 部 分 ). 


〈 彭 继 世 ) 





本 章 由 古典 概 型 出 发 ,系统 介绍 了 随机 试验 、 随 机 事件 和 样本 空间 等 基本 概念 以 及 随 
机 事件 的 概率 计算 . 随机 变量 的 引入 使 概率 论 的 研究 由 离散 型 过 渡 到 连续 型 ,概率 分 布 密 
度 又 将 概率 与 函数 联系 起 来 ,可 以 分 析 现 实生 活 中 关于 连续 型 随机 变量 的 发 生 情况 . 





人 们 在 实践 活动 中 ,发 现 客观 世界 中 普遍 存在 着 一 些 偶然 现象 (或 称 随机 现象 ) ,对 于 这 种 现象 ,我 们 
无 法 利用 “因果 关系 ”加 以 严格 控制 或 准确 地 预测 . 例如 , 远 距离 射击 一 个 较 小 的 目标 ,可 能 击 中 ,也 可 能 
击 不 中 ,每 次 射击 的 结果 是 随机 的 ;抛掷 一 枚 硬币 ,其 结果 可 能 是 图 案 向 上 ,可 能 是 图 案 向 下 ,其 结果 也 是 
随机 的 . 但 大 量 的 随机 现象 背后 ,这 种 偶然 性 始终 受 事物 内 部 隐藏 的 必然 性 所 支配 . 比如 多 次 抛掷 硬币 得 
到 图 案 向 上 的 机 会 大 致 占 一 半 , 这 种 在 个 别 试验 中 呈现 出 不 确定 性 ,但 在 大 量 的 重复 试验 中 又 呈现 出 统 
计 规 律 性 的 现象 就 是 所 谓 的 随机 现象 . 概率 论 就 是 用 数学 的 方法 研究 随机 现象 的 一 门 科学 . 随 着 现代 科 
学 技术 的 发 展 , 它 在 各 个 学 科 领 域 中 得 到 了 越 来 越 广泛 地 应 用 . 
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一 、 随 机 试验 和 随机 事件 


下 面 举 一 些 试验 的 例子 . 

Ei : 抛 撕 一 枚 硬币 ,观察 图 案 向 上 下 ,图 案 向 下 R 出 现 的 情况 . 

Es :抛掷 一 枚 硬币 三 次 ,观察 图 案 向 上 下 ,图 案 向 下 R 出 现 的 情况 . 

E : 掷 一 颗 山 子 ,观察 出 现 的 点 数 . 

这 些 试验 就 有 共同 的 特点 ,归纳 起 来 ,就 得 到 概率 中 试验 的 概念 . 

定义 8-1 一 个 试验 如 果 满 足下 述 条 件 : 

(1) 试验 可 以 在 相同 的 条 件 下 重复 进行 ; 

(2) 在 试验 之 前 ,试验 的 所 有 可 能 结果 是 明确 的 ,并 且 不 止 一 个 ; 

(3) 每 次 试验 总 是 恰好 出 现 这 些 可 能 结果 中 的 一 个 ,但 在 试验 之 前 无 法 预知 . 

我 们 称 这 样 的 试验 为 随机 试验 ,简称 试验 ,今后 讨论 的 试验 都 是 指 随机 试验 . 

由 于 随机 试验 的 所 有 可 能 结果 是 明确 的 ,我 们 称 所 有 这 些 结果 所 构成 的 集合 为 试验 的 样本 空间 , 记 
为 U. 样本 空间 的 元 素 , 即 U 的 每 一 个 结果 , 称 为 样本 点 . 

上 述 试验 EE ,E, ,E 的 样本 空间 分 别 为 

Ui = (F,R); 

U; = {FFF, FFR ,FRF ,RFF ,FRR ,RFR ,RRF ,RRR); 

UW = {1,23,.4.5,6)., 

例如 ,在 E; 试验 中 若 发 生 图 案 向 上 2 次 的 结果 , 则 有 可 能 发 生 了 集合 {FFR ,FRF ,RFF) 中 的 一 个 
样本 点 ;在 Es 试验 中 若 发 生 了 出 现 偶数 点 的 结果 , 则 有 可 能 发 生 了 集合 {2,4,6) 中 的 一 个 样本 点 . 不 难 
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发 现 , 这 两 个 结果 都 是 各 自 样 本 空间 的 一 个 子 集 . 

定义 8-2 ” 称 随 机 试验 的 样本 空间 UU 的 子 集 为 随机 事件 ,简称 事件 . 事件 是 试验 中 可 能 出 现 的 结 
果 , 通 常用 大 写 英文 字母 A,B,C… 表 示 . 每 次 试验 中 , 当 且 仅 当 这 一 子 集中 的 一 个 样本 点 出 现时 , 称 这 一 
事件 发 生 . 

特别 地 ,由 一 个 样本 点 组 成 的 单 点 集 , 称 为 基本 事件 . 样本 空间 U 本 身 称 为 必然 事件 , 它 在 试验 的 结 
果 中 一 定 会 发 生 . 不 包含 任何 样本 点 的 空 集 V 称 为 不 可 能 事件 , 它 在 试验 中 一 定 不 会 发 生 . 

例如 ,在 试验 Es 中 , A = 和 1,3,5},B 二 {3,4,5,6} 都 是 随机 事件 ,分 别 表示 掷 出 的 点 数 为 奇数 和 大 
于 等 于 3. 当 掷 出 的 点 数 为 1 时 , 称 事件 A 发 生 了 ,为 4 时 称 事件 B 发 生 了 . 

又 如 ,在 试验 FE! 中 有 两 个 基本 事件 : {fF} ,{R}, 而 试验 Es 有 6 个 基本 事件 : (1) ,{2},…,{6}. 会 出 
现 1 到 6 中 的 一 点 为 必然 事件 U, 会 出 现 8 点 为 不 可 能 事件 V. 

二 、 事 件 的 关系 和 运算 

事件 即 集合 ,因而 事件 间 的 关系 与 运算 可 以 按照 集合 间 的 关系 与 运算 来 处 理 . 

1. 事件 的 包含 与 相等 

定义 8-3 ”AC B, 称 事件 B 包 含 事件 A, 表示 事件 A 的 发 生 必然 导致 事件 B 的 发 生 . 如 图 8-1 所 示 . 

例如 ,对 胃癌 患者 施行 根治 手术 , A 二 “存活 5 年 ”, B 二 “存活 期 至 少 3 年 ”, 则 AC B. 

定义 8-4 ”A= B, 称 事件 A 与 B 相等 ,表示 事件 A 与 B 中 任 一 事件 的 发 生 必然 导致 男 一 事件 的 发 
生 . 这 时 ACB, 同 时 BCA. 

2. 和 (并 ) 事 件 与 差事 件 

定义 8-5 AUB, 称 为 事件 A 与 B 的 和 事件 ,表示 二 事件 A 与 B 中 至 少 有 一 事件 发 生 .也 记 为 A 十 
B. 如 图 8-2 所 示 . 如 患者 到 医院 检查 , A 二 “CT 诊断 为 肝癌 ”, B 二 “超声 诊断 为 肝癌 ”, 则 A U B 表示 该 
患者 由 CT 或 超声 诊断 为 肝癌 . 





类 似 地 ,Ai > A, ) 称 为 事件 A1，As，…, A, 的 和 事件 ,表示 n 个 事件 A1， As，…, A, 至 少 有 一 


事件 发 生 . 例如 , A, 为 第 ; 号 同学 考试 不 及 格 , i 一 1,2,…,n, 则 届 A, 表示 全 班 同学 至 少 有 一 个 不 及 格 . 
定义 8-6 ”A 一 B, 称 为 事件 和 A 与 B 的 差事 件 ,表示 事件 A 发 生 而 事件 B 不 发 生 . 例如 , A 为 掷 般 子 
出 现 大 于 等 于 3 的 点 ，B 表示 出 现 偶数 点 , A 一 B 则 表示 出 现 大 于 等 于 3 的 奇数 点 . 
3. 积 ( 交 ) 事 件 
定义 8-7 ”A NB 称 为 事件 和 A 与 B 的 积 事件 ,表示 二 事件 A 与 都 发 生 .也 记 为 AB. 如 图 83 所 示 . 


类 似 地 , 彤 A ( TA ) 称 为 事件 A ,As,…,A, 的 积 事件 ,表示 个 事件 A1 ,As，…, A, 同时 都 发 生 


例如 ,甲乙 二 人 同时 射击 一 个 目标 , 若 设 A 二 “ 甲 没有 击 中 目标 ”, B 一 “ 乙 没 有 击 中 目标 ”，C 一 “ 目 
标 没 有 被 击 中 ”, 则 C == AB. 

4. 互 不 相 容 事件 ( 互 斥 事件 ) 

定义 8-8 若 AB=V 称 事件 A 与 B 是 互 不 相 容 的 (或 称 互 斥 的 ) ,表示 二 事件 A 与 B 不 可 能 同时 发 
生 . 如 图 8-4 所 示 . 例如 , A 为 考试 不 及 格 , B 为 考试 及 格 , 显 然 , A 与 B 是 互 不 相 容 的 . 

类 似 地 , 若 AiA; =VG 委 ;1<<7 委 7 ， 则 称 事件 Ai, As,…, A, 是 两 两 互 不 相 容 的 . 

例如 ,随机 试验 的 所 有 的 基本 事件 之 间 , 彼 此 是 互 不 相 容 的 . 


WEE EA 


5. 对 立 事件 

定义 8-9 车 A 十 B=U 且 AB =V, 称 事件 A 与 B 是 对 立 的 (或 称 互 逆 的 ), 表 示 事 件 A 与 BB 有 和 且 仅 
有 一 个 事件 发 生 . 通常 记 A 的 对 立 事件 为 A, A,B 互 为 对 立 事件 , 记 作 B= 二 A 或 A == B. 如 图 8-5 所 示 . 

例如 ,一 射手 在 一 次 射击 中 , A 一“ 目标 被 击 中 ”, 则 事件 “目标 没有 被 击 中 ?是 事件 A 的 对 立 事件 , 记 为 A. 

对 立 事件 必定 互 斥 ,但 互 斥 事件 不 一 定 对 立 . 


CE 


图 8-3 图 8-4 图 8-5 


U 





6. 互 不 相 容 的 完备 事件 组 
定义 8-10 若 3 二 U, 且 AjA; = 二 VU 过 i<j 过 nn) 时, 则 称 Ai,As,…,A, 这 个 事件 构成 互 
k=1 


不 相 容 的 完备 事件 组 . 
显然 ,随机 试验 的 所 有 基本 事件 构成 互 不 相 容 的 完备 事件 组 . 
7. 事件 的 运算 法 则 ”上述 事 件 的 关系 ,不 难 证 明 有 以 下 的 一 些 性 质 : 





(1) A 二 B= B+ 十 A (加 法 交换 律 ) 

(2) A 十 (B 十 C0) = (A 十 B) 十 C (加 法 结合 律 ) 

(3) A(B 十 C) = AB+AC (分 配 律 ) 

(M4)AUB=ANB,ANMNB=AUB ( 德 。 摩 根 对 偶 定 律 ) 

请 读者 思考 这 些 事件 的 运算 : A 十 A; A 十 U; A 十 V; A 十 A; AA; AU; AV. 
三 、 概 率 


1. 频率 与 概率 ” 设 随 机 事件 A 在 n 次 试验 中 发 生 了 m 次 , 则 比值 m/n 称 为 随机 事件 A 的 相对 频率 
(简称 频率 ) , 记 作 
fA) =m/n 
显然 ,对 任何 随机 事件 A 有 0 过 f,(4) 达 1. 其 中 ff(U)=1; fl(V)=0. 
以 下 抛掷 硬币 的 试验 中 , ”表示 抛掷 次 数 , m 表示 图 案 向 上 的 次 数 , f(A) = m/n 表示 图 案 向 上 的 
频率 , 见 表 8-1. 








0. 4 24 0. 38 258 0. 516 
0.6 27 0. 54 262 0. 524 
0.6 31 0. 62 247 0. 494 


表 8-1 
n=5 n=50 n=500 
试验 序号 

m 于 m F m ¥ 
1 2 0.4 22 0. 44 251 0. 502 
2 3 0.6 25 0.50 249 0. 498 
六 1 0. 2 21 0. 42 256 0.512 
4 5 地 25 0. 50 253 0. 506 
5 1 0.2 24 0.48 251 0. 502 
6 2 0.4 21 0. 42 246 0. 492 
yl 4 0.8 18 0. 36 244 0. 488 
8 2 
9 3 

3 


4 
[= 


从 上 表 可 以 看 出 , 当 抛掷 硬币 的 次 数 较 少 时 , 图案 向 上 的 频率 是 不 稳定 的 . 但 随 着 抛掷 硬币 的 次 数 增 
加 ,频率 越 来 越 明显 地 呈现 出 稳定 性 . 表 8-1 最 后 一 列 中 ,抛掷 500 次 时 ,图 案 向 上 的 频率 大 致 在 0.5 这 


be 





个 数 附近 摆动 

由 频率 的 稳定 性 可 以 看 出 ,随机 事件 发 生 的 可 能 性 大 小 可 以 用 一 个 常数 来 表示 . 这 个 常数 是 一 个 小 
于 1 的 正 数 ,通常 称 为 随机 事件 A 的 概率 , 记 为 PCA). 显然 ,任何 随机 事件 A 的 概率 满足 0 < P(A) 过 
1, 其 中 P(U) = 1;P(V) = 0. 

在 上 面 的 抛掷 硬币 试验 中 ,我 们 可 以 认为 图 案 向 上 这 个 事件 的 概率 为 0. 5. 

事件 的 概率 是 事物 的 客观 属性 ,只 有 少数 特殊 的 情况 下 可 以 直接 推理 和 计算 . 一般 地 , 我 们 总 是 用 
多 次 重复 试验 中 事件 A 的 频率 去 近似 估计 它 的 概率 

2. 概率 的 古典 定义 “一 些 特殊 试验 的 事件 概率 是 可 以 直接 计算 的 ,这 种 计算 以 下 述 概率 的 古典 定 
义 为 基础 . 例如 ,前 述 试验 El ,E, ,Es 具有 以 下 共同 的 特点 

(1) 试验 的 样本 空间 中 只 包含 有 限 个 样本 点 , 即 有 限 个 基本 事件 ; 

(2) 试验 中 每 个 基本 事件 发 生 的 可 能 性 相同 . 

称 这 种 试验 为 等 可 能 概 型 或 古典 概 型 ,具有 以 上 两 个 特点 的 试验 是 大 量 存在 的 . 

定义 8-11 概率 的 古典 定义 ( 亦 称 古典 概 型 ) 

设 等 可 能 概 型 的 基本 事件 总 数 为 N, 事件 A 包含 M 个 基本 事件 , 则 将 A 所 包含 的 基本 事件 数 M 与 
基本 事件 总 数 N 的 比值 称 为 事件 A 的 概率 , 记 作 PCA), 即 

pcA) = MM 二 事件 A 包含 的 基本 事件 个 数 
N 基本 事件 总 数 


例如 ,试验 Es 中 ,出 现 3 点 记 为 事件 As, 则 PCA:) = 言 


例 8-1 一 袋 中 有 10 个 大 小 和 材质 相同 的 球 ,其 中 有 6 个 白 球 ,4 个 红 球 . 现 从 中 任 取 两 个 球 , 求 都 
是 白 球 的 概率 . 

解 ”基本 事件 总 数 N= Ci = 二 45, 设 A 二 “取出 两 个 球 都 是 白 球 ”, 则 它 所 包含 的 基本 事件 个 数 M = 
G8 二 15. 因此 ,所 求 事件 的 概率 为 


例 8-2 在 100 支 针剂 中 ,有 2 支 是 次 品 , 随 机 地 抽取 5 支 , 问 5 支 都 是 合格 品 的 概率 是 多 大 ? 5 支 中 
恰 有 1 支 是 次 品 的 概率 是 多 大 ? 

解 设 A=“5 支 都 是 合格 品 *, 刀 一 “5 支 中 恰 有 1 支 次 品 ”, 基 本 事件 总 数 N = Ciw ,A 所 包含 的 基 
本 事件 数 M = Cj ,B 所 包含 的 基本 事件 个 数 M 一 Cs。。C，, 因此 所 求 事件 的 概率 为 


5 4 。Cd 
P(A = 一直 的 90 区 二 三 各色 一 0.096 
Cioo Cioo 


【思考 与 讨论 】 

1. 射击 5 次 , 记 A 二 {恰好 命中 一 次 }, B 二 {首发 就 命中 } ,判断 下 列 关系 中 哪些 是 正确 的 : 
(1) B= A; (2)A+B=U; (3)ADB; (4) AB =V; (5)A= 8; 

(6) ACB;(7)AB#V. 

2. 若 A 与 B 互 不 相 容 上 且 A 与 B 亦 互 不 相 容 , 则 A 和 B 是 相互 对 立 的 吗 ? 

3. 若 A 与 B 是 相互 对 立 的 ,是 否 也 有 AC 和 BC 相互 对 立 ? 


第 二 节 ”概率 基本 公式 


一 、 概 率 加 法 公式 


1. 互 不 相 容 事 件 的 概率 加 法 定理 
定理 8-1 互 不 相 容 事件 A 与 B 的 和 的 概率 等 于 它们 其 概率 的 和 , 即 
P(A+B) = P(A) 十 P(B) 


医用 高 等 数学 ” 


以 古典 概 型 说 明 : 设 样本 空间 中 含有 六 个 基本 事件 . 事件 A, B 分 别 包含 其 中 的 Mi 和 Mz 个 基本 事 
件 . 因 人 A 与 B 互 不 相 容 ,所 以 A 十 B 包 含 的 基本 事件 共有 Mi 十 Me 个 ,于 是 


RP( 兴 直 洁 ) 和 = = = 从 + 次 一 PCD 十 PCB) 





即 
P(A+B) = P(A)++P(B) 
推论 8-1 有 限 个 互 不 相 容 事件 Ai, As,…, A, 和 的 概率 ,等 于 这 些 事 件 概率 的 和 , 即 
P(A 十 Azs 十 … 十 A,) = 二 P(A1) 十 P(As) 十 … 十 P(A,) 
显然 ， P(A) 十 P(A) 二 1. 若 事件 Ai,A;:,…,A, 构成 互 不 相 容 的 完备 事件 组 , 则 > Pan 一 1. 
例 8-3 一 批 针 剂 共 50 支 , 其 中 45 支 是 合格 品 ,5 支 是 次 品 , 从 这 批 针剂 中 任 取 3 支 , 求 其 中 有 次 品 
的 概率 . 
解 设 A 为 “取出 的 3 文 针 剂 中 有 次 品 ”, 记 A; 为 有 i 支 次 品 ”i 二 1,2,3. 显然 , Al,A;,A; 是 互 不 
相 容 的 , 且 A = Al 十 A 十 A;. 
基本 事件 总 数 为 Cso 9》 A ,As 的 基本 事件 数 分 别 为 CGC. 45 ,CE 。 Cls ,CG 9 则 
Ci » Cis C$ » Cis 
P(A1) = SS 


5 一 0.2525， P(A,) = 三 0.0230， 
和 


3 
P(As) = 总 = 0.0005 
Cso 


由 概率 加 法 定理 
P(A) 王 P(CAD) 十 P(A:) 十 P(A:) = 0.2760 
另 解 ,事件 A 的 对 立 事件 A 一“ 取出 3 支 针剂 全 部 是 合格 品 ”, 所 以 


C3 
P(A) = 上 = 0.,7240 
rs 





P(A) =1— P(A) = 1—0.7240 = 0.2760 
2. 概率 加 法 定理 (广义 加 法 定理 ) 
定理 8-2 设 A,B 为 任意 二 事件 , 则 P(A 十 B) = P(A) 十 P(B) 一 P(AB). 
显然 ,定理 8-1 是 该 定理 中 AB = V 的 特殊 情形 . 
推论 8-2 设 Al,A:,…,A, 为 任意 有 限 个 事件 , 则 


PC 十 心 十 … 十 4) 一 Dp) — 2, P(A; i 区 天 PCAAiAD 一 … 十 CDmPCA 4,) 
l<i<j<n 
例如 ,任意 三 个 事件 Al ,i ,As 和 的 概率 : 
P(CA; 十 4 十 4;) = P(A1)+ P(A;)+ PAs) — P(AiA;)— P(AsAs)— P(AiAs) + P(AiA;,A;) 
二 、 条 件 概 率 与 乘法 公式 


1. 条 件 概率 
例 8-4 ”一 盒 中 装 有 红 \ 蓝 两 色 的 玻璃 .木质 球 数目 见 表 8-2, 任 取 一 球 , 求 已 知 取 到 的 球 是 蓝 色 的 情 
况 下 ,这 球 是 玻璃 球 的 概率 . 





表 8-2 
玻璃 木质 合计 
红色 3 5 
蓝 色 4 7 11 
合计 6 10 16 
解 设 A 王 “取得 玻璃 球 ”, 也 一“ 取得 蓝 色 球 ”, 则 AB 一“ 蓝 色 的 玻璃 球 ”，C = 人 


色 的 情况 下 ,这 球 是 玻璃 球 "实际 上 相当 于 没 取 到 红 球 ,在 蓝 球 里 取 玻 璃 球 . 于 是 P(C) = 林 ， 容易 求 得 


第 作 章 “概率 论 基础 


4 


4 _16_ P(AB) 、 po 
五 一 了 一 P( 二 -这 不 是 偶然 的 ,我 们 把 C 记 为 P(A | 


16 


P(B) = 摔 ， P(AB) = 夸 : 我 们 发 现 P(C) = 





B). 有 以 下 定义 8-12. 
定义 8-12 ”如 果 在 事件 B 已 经 发 生 的 条 件 下 ,计算 事件 A 发 生 的 概率 , 则 这 种 概率 称 为 事件 B 已 发 
生 的 条 件 下 事件 A 发 生 的 条 件 概 率 , 记 作 
P(A | 了 B) 
例 8-5 某 动 物 活 到 10 岁 的 概率 为 0.6, 活 到 15 岁 的 概率 为 0.4, 问 10 岁 的 这 种 动物 活 到 15 岁 的 
概率 为 多 大 ? 
解 设 A 为 "动物 活 到 10 岁 ” B 为 "动物 活 到 15 岁 ”, 且 有 , 了 CA, 则 


_ P(AB) P(B) 0.4 
P(B|A)= CA) = PA ™ 0 





A 0. 667 


2. 概率 乘法 定理 

定理 8-3 ”二 事件 积 的 概率 等 于 其 中 一 事件 的 概率 与 另外 一 事件 在 前 一 事件 已 发 生 的 条 件 下 的 条 件 
概率 的 乘积 

P(AB) = P(B)P(A | B) = P(A)P(B | A) 

推论 8-3 ”有限 个 事件 积 的 概率 等 于 这 些 事件 的 概率 的 乘积 ,其 中 每 一 个 事件 的 概率 是 在 它 前 面 的 

一 切 事件 都 已 发 生 的 条 件 下 的 条 件 概 率 : 
P(AiA,*…A,) = P(A1)P(A;, | A1)P(A; | A1As)*… P(A, AIAA) 

例 8-6 ”100 个 零件 中 有 90 个 合格 品 ,10 个 次 品 . 每 次 从 中 任 取 一 个 零件 ,取出 后 不 再 放 回去 , 问 第 
三 次 才 取得 合格 品 的 概率 ? 

解 设 A =“ 第 & 次 取出 的 零件 是 次 品 ”(& 二 1,2,3 ), 则 AiA; As = “第 三 次 才 取 得 合格 品 ”, 而 


三 了 0 三 各; 记 元 = 0 
PP 一 和 Ce | hh) =— jrPOb [hh 2) 


于 是 由 乘法 定理 有 
10 


P(AiAs As) = PCAD)PCAs | AD)PC | A1As) = 100° 疯 部 一 0.0084 


三 、 全 概率 公式 和 贝 叶 斯 公式 


1. 随机 事件 的 独立 性 

定义 8-13 ”如 果 事 件 B 的 发 生 不 影响 事件 A 的 发 生 , 即 P(A | B) = P(A), 则 称 事件 A 对 事件 B 是 
独立 的 ,否则 , 称 为 不 独立 . . 

例如 ,一 袋 中 有 5 个 白 球 3 个 黑 球 ,从 中 连续 取出 两 球 . 假定 (1) 第 一 次 取出 的 球 仍 放 回去 ; (2) 第 一 
次 取出 的 球 不 放 回 . 设 事件 B 二 “第 一 次 取出 的 是 白 球 ”, 事 件 A 二 “第 二 次 取出 的 是 白 球 ”, 则 在 (1) 中 ， 
A 对 B 是 独立 的 ,(2) 中 A 对 B 是 不 独立 的 . 

事实 上 ,如 果 事 件 A 对 事件 B 是 独立 的 , 则 事件 B 对 事件 A 也 是 独立 的 . 

因为 PCB)P(CA | B) = P(AB) = P(A)P(B | A), 则 当 P(A |B)== P(A) 二 0 时 ,有 

P(B) = P(B | A) 

因此 , 若 事件 A 对 B 独立 (或 事件 B 对 A 独立 ) , 则 称 事件 A 与 B 相互 独立 . 

定理 8-4 ”如 果 二 事件 A 与 B 相互 独立 , 则 P(AB) = P(A)P(B). 

推论 8-4 有 限 个 事件 Al ,A;,…,A, 相互 独立 , 则 

P(Ai1A,*…A,) = P(A1) » P(A,).…P(A,) 

例 8-7 甲乙 二 射手 独立 地 同时 向 一 个 目标 进行 射击 . 甲 命中 率 为 0. 6, 乙 命中 率 为 0. 5, 求 目标 被 

击 中 的 概率 . 


吓 歼 医用 高 等 数 闻 


解 设 A = 二“ 甲 击 中 目标 ”, B 二“ 乙 击 中 目标 ”, C 一“ 目标 被 击 中 ”, 则 
P(C) = P(A++B) = P(A)+P(B)— P(AB) = 0.6++0.5—0.6X0.5= 0.8 
该 题 还 可 以 这 样 解 : 设 C = 二 “目标 没有 被 击 中 ”, 则 
P(C) = P(AB) = P(A)P(B) 一 (1 一 0.6)(1 一 0.5) 一 0.2 
所 以 
Pc) = 1—=P(O) = 1—0.2=0.8 

例 8-8 某 药 厂 的 针剂 车 间 灌 装 一 批注 射 液 , 需 经 过 四 道 工 序 , 从 长 期 生产 经 验 知道 ,由 于 割据 时 掉 
入 玻璃 悄 而 成 废品 的 概率 是 0. 4% ,由 于 灌 装 时 污染 剂 液 而 成 废品 的 概率 为 0. 1% ,由 于 洗涤 不 洁 而 成 废 
品 的 概率 为 0.2%% ,由 于 封口 不 严 而 成 废品 的 概率 为 0. 6% , 求 四 道 工 序 全 部 合格 的 概率 . 

解 ”四 道 工 序 彼此 之 间 没 有 相互 影响 , 即 造成 废品 的 四 个 因素 是 相互 独立 的 ,所 以 

P= (1—0.4%)(1—0.1%)(1—0.2%)(1—0.6%) = 98.71% 
2. 全 概率 公式 ” 当 计 算 一 些 比较 复杂 的 概率 时 ,往往 必需 同时 利用 概率 的 加 法 与 乘法 定理 . 
设 事 件 Ai ,A ,A 是 n 个 互 不 相 容 的 完备 事件 组 , 且 P(A.,) 0, (i= 1,2,.°,n), 则 事件 B 的 概率 
P(B)= P(A1)P(B| AD) 十 PCA) PGB1A) 十 … 十 PCA)PCB | A,) 


= >)PCADPCB | A,) 
一 1 


如 图 8-6 所 示 , 事 实 上 ,由 于 Ai ,As ,…,A, 互 不 相 容 , 且 1A,  U, 所 以 
k=1 


k=1 k=1 





2 


图 8-6 


P(B) = >) P(BA,) = >) P(A)P(B | Au) 
k=1 k=1 


称 公式 P(B) 一 31 P(A,)P(B | A,) 为 全 概率 公式 . 
例 8-9 设 某 医院 仓库 中 有 10 盒 同 样 规格 的 X 光 片 ,已 知 其 中 有 5 盒 .3 盒 .2 盒 依 次 是 甲 . 乙 、 丙 厂 
生产 的 . 且 甲 、 乙 两 三 厂 生产 该 种 入 线 片 的 次 品 率 依次 为 土 , 土 , 土 , 从 这 10 盒 中 任 取 一 盒 , 再 从 这 盒 


10?15?20 
中 任 取 一 张 X 光 片 , 求 取得 合格 品 的 概率 . 
解 ” 设 Al,As,A; 依次 表示 取得 的 这 盒 义 线 片 是 甲乙 、 丙 厂 生 产 的 . 设 B= 二 “取得 的 X 线 片 为 合格 


品 % 于 是 PCA7 = 总 ， PEA 总 ， PAsY = 各 ， P(B|AI) = P(B|As) = 从， PCB | As) = 区， 
按 全 概率 公式 ,有 
P(B)= P(A)P(B | A1) + P(A ) PCB | As) + P(As)P(B | As) 
= :证 寸 让 闪 二 六 “ 2 
例 8-10 某 药 厂 生产 一 批 针剂 ,每 100 支 为 一 批 , 在 进行 质量 检验 时 ,从 每 批 中 任 取 10 支 检 查 . 如 果 
发 现 其 中 有 次 品 , 则 认为 这 批 产品 不 合格 ,假定 每 批 针剂 中 的 次 品 数量 最 多 不 超过 4 个 ,并 且 具 有 如 下 概 
率 分 布 ( 表 8-3) , 求 该 批 针 剂 通过 检查 的 概率 . 





= 0. 92 


表 8-3 
一 批 针剂 中 次 品 数 0 1 2 3 4 
概率 0.1 0.2 0.4 人 局 疗 0.1 


解 ” 设 事件 A; = 二 “一 批 针 剂 中 有 i 个 次 品 ”，， (i 二 01,2,3,4) , 按 上 表 , 各 事件 的 概率 为 P(Ao) = 
0.1,P(A1) = 0.2, P(Az) = 0.4, P(As) = 0.2, P(A,)=0.1. 


第 入 章 术 本 论 共 友基 EE 


设 事件 B 一“ 这 批 产品 通过 检查 ”, 即 抽 得 的 10 支 针 剂 全 是 合格 品 , 于 是 
P(B| Ao)= 1,P(B | Ai) = CH/Cih = 0.900,P(B | A;) = CH /Ci = 0. 809， 
PB AD= CBC = T7273% P(B| A,) = /CO = 0. 652 


按 全 概率 公式 求 得 B 的 概率 : P(B)= P(A)P(CB | A,) = 0. 8142. 


3. 贝 叶 斯 公式 ( 逆 概 率 公 式 ) ”上面 的 问题 是 当 且 仅 当 个 互 不 相 容 的 完备 事件 组 Al,A,,…,A, 中 
的 任 一 事件 发 生 时 ,事件 B 才 可 能 发 生 , 且 事 件 A; 的 概率 P(A;) 及 条 件 概率 P(B| A;), (i=1,2,…,n) 
可 以 求 出 . 现在 我 们 再 进行 一 次 试验 ,如 果 事 件 B 已 发 生 , 则 对 于 事件 A; 的 概率 应 给 予 重新 的 估计 ,也 
就 是 计算 事件 A;(i = 1,2,…,n) 在 事件 B 已 发 生 的 条 件 下 的 条 件 概 率 P(A; | B), (i 二 1,2,…,n). 

例 8-11 如 果 例 8-9 中 抽 到 的 XX 线 片 是 合格 品 , 求 所 抽 到 的 那 一 盒 久光 片 依 次 是 甲 厂 . 乙 厂 . 丙 厂 生 
产 的 概率 . 


解 ” 仍 用 例 8-9 中 的 记号 ,现在 已 知 , PCA1) = 总 ， P(As) = 总， P(A;) = 各 ， p(B | hI = 序 ， 


P(B | A;,) = 益 , P(B | As) = 20 


我 们 的 问题 是 求 . P(A | sy P(A, | B), P(A | B). 由 条 件 概率 的 计算 及 乘法 定理 有 
_ P(AB) P(A)P(B | AI) 
P(A | B) = -BB PB) 


再 由 全 概率 公式 有 P(B) 二 P(A1)P(B/Ai) 十 P(A,)P(B/A;) 十 P(A;)P(B/A;). 
于 是 





P(AVP(B/A) _ P(AD)P(B/AI) 
PCB) P(A1)P(B/A1) + P(As)P(B/As) + P(As)P(B/A;) 
5 9 
10“ 10 


二 四 
时 


10 10 10 15 10 20 
同 理 可 得 P(A, | B) = ~0. 304; P(A; | B) = 总 一 0 207. 


一 般 地 ,如 果 事 件 B 与 个 事件 Ali,A;,…,A, 满足 全 概率 公式 中 的 条 件 , 根 据 条 件 概 率 的 计算 及 乘 
法 定理 ,可 得 


P(A | B)= 








P(A;)P(B|A.,) 


i 


再 按 全 概率 公式 将 P(B) 代入 ,得 到 
P(A)P(B | A,) 


P(A |B) = pAIPBT A FPA PBA) FPAIPBTAD 
其 中 i = 二 1,2,…,n, 此 公式 称 为 贝 叶 斯 公式 ( 亦 称 逆 概 率 公 式 ). 
例 8-12 在 例 8-10 中 , 求 通过 检查 的 各 批 针剂 中 , 恰 有 i 个 次 品 的 概率 (i = 0,1,2,3,4). 
解 ” 根 据 贝 叶 斯 公式 所 求 的 概率 分 别 是 


_ .1x1 | Ee 
Poy | 坝 一 宇宙 晤 一 0h | 





0.2X0.9 
0. 8142 








= 0. 221 
同 理 
P(A; | B) = 0.397; P(A;: | B) = 0.179; P(As | B) = 0. 080. 
由 此 可 知 ,通过 检查 的 各 批 针剂 中 次 品 数 的 概率 分 布 如 下 表 8-4: 
表 8-4 
一 批 针剂 中 次 品 数 0 1 2 3 4 
POA: | BY 0. 123 0. 221 0. 397 0. 179 0. 080 
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把 这 个 概率 分 布 表 与 检查 前 的 概率 分 布 表 相 比较 ,显然 可 见 
P(A; | B)> P(A;),(i=0,1), P(A; | B) =~ P(A;)(i= 2,3,4) 
这 是 因为 没有 抽 到 次 品 的 针剂 更 可 能 来 自 于 原本 次 品 率 较 低 或 没有 次 品 的 批 次 ,而 来 自 于 次 品 率 高 
的 批 次 的 可 能 性 变 小 . 


四 、 伯 努 利 概 型 


设 某 人 打靶 ,命中 率 为 0.7, 现 独立 地 重复 射击 5 次 , 求 “ 恰 有 2 次 命中 ”的 概率 . 

射击 的 所 有 可 能 结果 只 有 两 种 : 击 中 或 没 击 中 , 击 中 的 概率 为 0.7, 没 有 击 中 的 概率 为 1 一 0.7, 射击 
5 次 中 恰 有 2 次 命中 , 则 就 有 3 次 不 中 ,因此 

P(“ 恰 有 2 次 射 中 的 概率 ”) 一 C80. 7?(1 一 0.7)3 

同 理 , 恰 有 次 命中 的 概率 为 

P(“ 恰 有 次 射 中 的 概率 ”) = C0.7:(1 一 0.7)5* (k= 二 0,1,3,4,5) 

一 般 地 ,在 相同 条 件 下 进行 n 次 重复 试验 ,每 次 试验 中 ,随机 事件 A 只 有 两 种 可 能 结果 :发 生 或 者 不 
发 生 . 假设 每 次 试验 的 结果 与 其 他 各 次 试验 无 关 , 即 事件 A 的 概率 PCA) 在 整个 试验 序列 中 始终 保持 不 
变 , 这 样 的 一 系列 试验 称 为 独立 试验 序列 . 

独立 试验 序列 是 伯 努 利 首先 研究 的 , 若 以 A 与 A 表示 每 次 试验 中 相互 对 立 的 两 个 事件 ,并 设 P(A) = p， 
P(4) == 1 一 p == g. 则 有 以 下 定理 . 

在 独立 试验 序列 中 ,如 果 事 件 A 的 概率 为 p(0 二 pp 二 1), 则 在 次 试验 中 事件 A 怡 发 生 m 次 的 概率 
为 

P,(m) = Crp”g™ "(pi+gq= 1,m=0,1,2,.",n) 
.由 于 nn 次 试验 的 所 有 可 能 结果 就 是 事件 A 发 生 0,1,2,…,n 次 , 且 这 些 结果 互 不 相 容 , 因此 


DP,(m) = 1, 由 二 项 式 定理 也 有 


> P,(m) = Cp"g™ = (p+gq)"=1 
概率 P,(m) 就 是 二 项 式 (pp 十 q)" 展开 式 中 的 第 m 项 . 
例 8-13 某 批 产品 的 次 品 率 为 20% ,进行 重复 抽样 检查 , 共 取 5 个 样品 , 求 “ 恰 有 3 个 次 品 ” 的 概率 . 
解 已 知 n==5,p 二 0.2,g 二 0.8, 所 求 的 概率 为 
POG 0 02 4 0.8 二 0 0512 
例 8-14 一 定 的 条 件 下 ,已 知 某 药品 对 某 一 疾病 的 治愈 率 为 50%, 求 在 10 个 服用 此 药 的 患者 中 有 8 
个 及 8 个 以 上 获得 治愈 效果 的 概率 . 


FN Es gy 。 训 处 一 
Pio(10) = og7’ 所 以 ， 
Pn = P(t8) Pet) Ped = 名 二 -好生 =- 0.05 


证 1024 1024 
这 个 概率 很 小 ,可 以 认为 要 使 8 个 以 上 的 患者 获得 良好 的 效果 很 难 达到 |. 
【思考 与 讨论 】 

1. 设 P(A)P(B) > 0, 下列 论 断 中 哪些 是 正确 的 ? 

(1) 车 A 和 B 互 不 相 容 , 则 A 和 B 相互 独立 . 

(2) 若 A 和 B 相互 对 立 , 则 A 和 B 相互 独立 . 

(3) 车 A 和 B 相互 独立 , 则 A 和 B 互 不 相 容 . 

(4) 车 A 和 B 相互 独立 , 则 A 和 B 相互 对 立 . 

2. 设 P(B) >0, 事件 A 和 B 满足 什么 关系 时 ,下 列 等 式 成 立 ? 


第 人 站: 杠 样 论 才 上 





is _ PA) 
(1) P(A | B) = 0; (2) P(A | 了 B) PCB) ;(3) P(A | B)=1. 


第 三 节 ”随机 变量 及 其 概率 分 布 


一 、 随 机 变量 

1. 随机 变量 的 定义 ”为 了 方便 研究 随机 现象 ,有 必要 把 随机 试验 的 每 一 个 可 能 结果 与 一 个 实数 对 
应 ,随机 变量 正 是 为 满足 这 种 需要 而 引入 的 量 . 

例如 ,一 批 产品 共 100 件 , 其 中 合格 品 95 件 ,次 品 5 件 , 从 中 任 取 10 件 , 问 “取得 的 次 品 数 ”是 多 少 
(简称 “次 品 数 ”)? 

若 以 上 表示 “次 品 数 ”, 则 在 本 试验 中 , 它 可 以 取 0,1,2,3,4,5 六 个 数值 ,可 见 上 是 变量 ;但 实验 之 前 上 到 底 取 
这 六 个 数值 中 的 哪 一 个 , 那 是 无 法 预知 的 , 即 它 在 试验 中 的 取 值 是 随机 的 ,通常 称 这 个 变量 & 为 随机 变量 . 

又 如 ,学 校 组 织 学 生体 检 , 男 学 生 的 身高 7 可 能 取 150 一 200cm 中 的 任 一 个 值 , 但 在 没有 检查 之 前 是 
无 法 预知 , 取 值 在 这 个 范围 内 是 随机 的 ,我 们 称 7 为 随机 变量 . 

定义 8-14 ”随机 现象 的 每 一 可 能 的 结果 w 都 对 应 着 唯一 的 实数 &(w), 称 实 值 变量 SCw) 为 随机 变 
量 . 随机 变量 通常 用 希腊 字母 &, 7, 5 等 表示 (或 用 大 写 英文 字母 X,Y,2 等 来 表示 ). 

随机 变量 的 引进 是 概率 论 中 的 一 个 重要 转折 点 ,我 们 可 以 用 随机 变量 的 取 值 来 表示 任何 的 随机 事 
件 ,从 此 对 随机 事件 的 研究 转变 为 对 随机 变量 的 研究 . 以 前 ,我 们 只 是 孤立 地 研究 随机 试验 的 一 个 或 几 个 
事件 ,现在 我 们 就 能 通过 随机 变量 去 研究 随机 试验 的 全 部 结果 . 不 仅 如 此 ,随机 变量 的 引入 ,使 我 们 有 可 
能 借助 微 积 分 等 数学 工具 ,对 试验 进行 深入 的 研究 . 

例如 :(1) 加 工 一 个 零件 要 求 误差 为 土 0. 5mm ,误差 & 可 以 看 成 是 随机 变量 .“ 误 差 不 超 过 0. 1mm” 这 
一 事件 可 表示 为 (和 过 0. 1). 

(2) 在 毒性 试验 中 ,给 大 白鼠 注射 一 定 剂量 的 药物 后 的 结果 可 能 死亡 ,也 可 能 存活 . 这 一 结果 也 可 以 
用 随机 变量 7 来 表示 .用 7 = 0 表示 死亡 , 7 = 1 表示 存活 . 

(3) 一 个 袋 中 有 6 个 大 小 和 材质 相同 的 球 ,并 依次 标号 1,2,2,2,3,3. 从 中 任 取 一 球 , 则 取得 的 球 的 
号 码 7 是 一 个 随机 变量 , 它 的 取 值 是 1,2,3. 

随机 变量 可 分 为 两 大 类 ,一 类 随机 变量 的 可 能 取 值 可 以 一 一 列举 出 来 ,如 (2), (3), 称 之 为 离散 型 随机 变 
量 . 另 一 类 是 非 离散 型 随机 变量 ,常见 的 如 (1) 中 , 它 可 能 的 取 值 是 布 满 某 一 个 区 间 , 称 之 为 连续 型 随机 变量 . 

2. 分 布 函 数 ” 在 上 面 抽 号 码 例 题 (3) 中 , (w 和 < 一 5) 表示 “ 抽 到 小 于 等 于 一 5 的 号 码 ”, 这 是 不 可 能 事件 , 因 


此 P(y<<~5) 一 0; (9 过 2.5) 表示 “ 抽 到 小 于 等 于 2.5 的 号 码 ”, 即 抽 到 1 或 2 号 , 易 知 P(y<2.5) 一 和; (7 过 


8. 3) 表示 “ 抽 到 小 于 等 于 8. 3 的 号 码 ” 这 是 必然 事件 ,因此 P(y 过 8.3) 一 1; 可 以 看 出 , 当 事 件 (wm 过 zx) 中 天 变化 
时 , (7 委 z) 对 应 着 不 同 的 随机 事件 ,可 以 求 出 相应 事件 的 概率 ,因此 ,事件 (wy 过 z) 的 概率 是 zx 的 函数 . 
定义 8-15 设 & 是 一 个 随机 变量 (离散 型 或 连续 型 ), z 是 任意 一 个 实数 , 称 函 数 
F(z)= P(E 二 Zi) 
为 的 概率 分 布 函数 ,简称 为 分 布 函数 . 
有 了 分 布 函数 ,对 随机 变量 的 研究 就 被 转化 成 对 分 布 函数 的 研究 . 
分 布 函数 的 性 质 : 
(1)0RR F(X) l= 
(2) 对 于 实数 zi ,zz , 则 F(zi) ,F(zs) 分 别 表 示 随 机 事件 上 委 zi 及 8 过 zs 的 概率 : 
F(x) = P(E 过 zx1), F(x) = P(E Zz;) 
设 zi 二 zs， 则 事件 过 zz 是 两 个 互 不 相 容 事件 上 委 zi 与 zi 二 过 zs 的 和 ,由 加 法 定理 有 
P(E<<Zz2s) = P(ECZz)+P(z < EZ Zz) 
PCz <é<<zr)= P(ECZzr)— P(ECZX) = Fr)— F(x) 


WE EA 


这 说 明 随 机 变量 6 落 在 区 间 (xi ,z;] 内 的 概率 等 于 分 布 函数 F(z) 在 该 区 间 上 的 增 量 . 
(3) 设 疡 二 zs， 由 性 质 (2) 知 PCz < 和 委 之) 宇 0, 所 以 
F(zxs)— F(x) 这 0, 即 F(x) 宇 F(x) 
由 此 可 见 ,分 布 函数 是 单调 不 减 的 函数 . 
(4) 当 随 机 变量 上 可 以 取 任 何 值 时 ,有 


ji 
工 I>too 


二 、 离 散 型 随机 变量 及 其 概率 分 布 


1. 离散 型 随机 变量 研究 离散 型 随机 变量 &, 不 仅 需 要 知道 £ 的 一 切 可 能 取 值 zl ,zz ,… ,zx,，…，, 而 
且 还 需要 知道 取得 这 些 值 的 概率 PC(z1), P(xzz),…, P(x,),…. 





通常 可 以 列 出 概率 分 布 表 ( 表 8-5) : 
表 8-5 
§ Xl x2 也 
P(E€= zi) PCzl) Plz;2) “ P(x) 





如 果 随机 变量 6 只 能 取 有 限 个 值 ri ,zx,,…,z,， 则 因 随机 事件 (& 二 zx) Ci 一 1,2,…,n) 构成 互 不 相 
容 的 完备 事件 组 ,那么 2)P(z,) =- 1. 如 果 随 机 变量 5 可 能 取得 无 穷 多 个 值 , 则 有 > PCz ) 二 1, 即 级 数 


六 P(x) = 1 是 收 全 的 并 且 和 等 于 1. 


有 时 ,随机 变量 & 的 概率 分 布 也 可 以 用 一 个 式 子 来 表示 , 即 
P(E= 8) = p(t = 152,") 

在 nn 次 独立 试验 序列 P,(m) 二 Crp"g""(p 十 g 二 1,m 二 0,1,2,…,n) 中 ,概率 P,(m) 就 是 二 项 式 
(Pp 十 q)" 展开 式 中 的 第 m 项 , 故 称 随机 变量 & 服 从 二 项 分 布 . 

例 8-15 一 袋 中 有 1 个 白 球 和 4 个 红 球 ,每 次 从 中 任 取 一 个 球 , 直 至 取得 白 球 为 止 , 求 取 球 次 数 的 概 
率 分 布 , 假 定 : 

(1) 每 次 取出 的 红 球 不 再 放 回去 ; 

(2) 每 次 取出 的 红 球 仍 放 回去 . 

解 (1) 设 随机 变量 是 直到 取得 白 球 的 取 球 次 数 , 由 于 每 次 取出 的 红 球 不 再 放 回 去 ,所 以 的 可 能 
值 是 1,2,3,4,5. 且 





二 二 下 paoeme iil pe ddl pas tr 2 ,1 pe 
P(é=1)=5,Pé 2) 5 起 3) 站 到 可 本 ,了 (人 4) 本 “可 7°P(é 
5) 一 二。 子 。 扣 ， 去 1, 则 概率 分 布 表 如 下 表 8-6: 
表 8-6 








(2) 随机 变量 6 是 直到 取得 白 球 的 次 数 ,由 于 每 次 取得 红 球 仍 放 回 ,因此 的 可 能 值 是 一 切 正 整 数 ， 
那么 其 概率 函数 以 及 概率 分 布 表 如 下 表 8-7: 


P(e=z) = (4) (二 )=0.2X0.8G 一 1,2，) 
表 8-7 
E 1 2 os n 
P(€= zi;) 0.2 0.2X0.8 5 0.2X0.8 1 








和 和 


2. 离散 型 随机 变量 的 分 布 函数 ”如 果 离 散 型 随机 变量 的 概率 分 布 已 知 , 我 们 可 以 很 容易 的 求 出 它 
的 分 布 函数 





F(x) = PC 过 站) = >)P(GE 一 了 ) = >)PCzi) 


is is 


例 8-16 随机 变量 的 概率 分 布 如 下 表 8-8, 写 出 & 的 分 布 函数 . 


表 8-8 








解 ” 由 于 & 的 取 值 只 能 是 0,1,2,3, 而 F(z) 中 的 z 可 以 取 任 何 实数 ,因此 当 二 二 0 时 ,是 不 可 能 事 
件 . 由 概率 的 有 限 可 加 性 得 





0， ZE (一 co,0] 0,zE (一 co;0] 
0.1, rE€ [0,1) 0.1,x € [0,1) 
F(x) 一 < 十 0.2， 元 区 [1y2) =40,3.7x € [li,2) 
0 十 0.2 十 0.4， zx E€ [2,3) 0.7,7x € [2,3) 
0.1 十 0.2 十 0.4 十 0.3, Lz € [3, 十 co) 1,x € [3,00) 
分 布 函 数 y 二 F(z) 的 图 形 如 图 8-7 所 示 . 可 见 , 离 散 型 随机 变量 的 分 布 函 “An 
数 是 阶梯 函数 . 0.8 2 
3. 常见 的 离散 型 随机 变量 的 概率 分 布 
(1) (0-1) 分 布 . 02 Te 
如 果 随机 变量 只 可 能 取 0,1 两 个 值 ,概率 分 布 为 下 表 8-9, 其 中 0<p< 0 1 2 3 
1, g =1 一 p, 则 称 & 服 从 参数 为 p 的 (0 一 1) 分 布 ,也 称 为 二 点 分 布 . 图 87 
表 8-9 
0 1 
P(€= zi) 9 p 


该 分 布 很 简单 ,如 果 试 验 只 有 两 个 相互 独立 的 结果 A 与 A, 就 构成 一 个 (0 一 1) 分 布 . 如 人 的 性 别 ， 
产品 的 合格 与 不 合格 ,治疗 的 有 效 和 无 效 等 事件 . 
(2) 二 项 分 布 . 
如 果 随机 变量 & 的 概率 分 布 为 
pl(€=m) = Crp”g™ (m= 0,1,2,.%,n) 
其 中 0 过 直 运 ， ls pg 二 1， 则 称 & 服 从 参数 为 n,p 的 二 项 分 布 , 记 作 &~ Bl(n,p). 显然 天 一 二 时 ,二 项 
分 布 就 是 二 点 分 布 . 


分 布 函数 F(z) = P(E 之 zx) = > Crprgr 表示 nn 次 独立 重复 试验 下 ,事件 A 出 现 的 次 数 不 大 于 z 


的 概率 . 
(3) 泊 松 分 布 . 
如 果 随 机 变量 & 的 概率 分 布 为 


plé Se m) i po 2(m = 0,1,2,°,A > 0) 
则 称 服从 参数 为 * 的 泊 松 (Poisson) 分 布 , 记 作 & ~ p24). 


在 二 项 分 布 中 当 很 大 、p 很 小 时 , 求 概率 可 以 用 泊 松 公式 近似 地 代替 . 
定理 8-5 设 随机 变量 服从 二 项 分 布 ,概率 分 布 P(E 二 m) 二 Crp”"q”™”,m 二 0,1,2,…,n, 则 有 


limP(e = m) = 
了 CO ml 


其 中 4 = np 之 0 是 常数 . 
也 就 是 说 二 项 分 布 , 当 n 一 oo 时 的 极限 就 是 泊 松 分 布 ,一 般 情况 下 ,在 n 宇 30, p 志 0.1 时 ,就 可 以 用 
泊 松 公式 近似 代替 二 项 分 布 公 式 计算 . 
对 于 泊 松 分 布 的 概率 计算 问题 ,书后 附录 了 泊 松 分 布 表 供 查 阅 . 
例 8-17 设 某 人 每 次 射击 的 命中 率 为 0.001, 他 射击 了 5000 次 , 求 命 中 不 少 于 两 次 的 概率 是 多 大 . 
解 ” 用 & 表 示 射 击 5000 次 命中 的 次 数 , 则 < 一 了 (5000,0.001) , 即 
了 P(GE 一 加) 一 Cgoo(0.001)m(1 一 0.001)5o0m(oa = 0,1,..,5000) 
P(£ 宇 2)= 1—P(é<2)=1—[P(€=0)++P(E = 1)] 
= 1— [C000 (0. 001)° C0. 999)5% 十 Cioo0 C0. 001)1(0. 999)4899 ] 
二 项 分 布 公式 计算 很 麻烦 . 由 于 nn 很 大 , p 很 小 ,现在 用 泊 松 公式 计算 ,4 二 np = 5000X0.001=5， 
查 附 表 , m 二 0,p 二 0.006738,m 一 1,p 一 0.033690, 所 以 
P(GE 二 2) 王 1 一 LPG 一 0) 十 P(E 王 1)] 王 1 一 0.006738 一 0.033690 a 0. 9596 


三 、 连 续 型 随机 变量 及 其 概率 分 布 


1. 连续 型 随机 变量 ”连续 型 随机 变量 的 所 有 可 能 取 值 是 某 个 区 间 内 的 任 一 值 ,这 些 值 构成 了 不 可 
数 的 无 穷 集合 . 因此 不 可 能 像 离散 型 随机 变量 那样 ,逐一 讨论 它 在 某 些 点 zo 的 概率 . 事实 上 ,对 于 连续 性 
随机 变量 &, 尽管 6 == zo 也 是 试验 的 基本 事件 , 且 不 一 定 是 不 可 能 事件 ,但 我 们 还 是 认为 

P(é£= zo)=0 

这 很 容易 理解 ,如 测量 某 一 零件 的 尺寸 时 ,说 多 少 多 少 米 ,理论 上 是 毫 
无 意义 的 , 受 物理 或 技术 因素 的 影响 ,我 们 总 是 说 零件 的 尺寸 是 多 少 米 土 
多 少 毫米 . 换 句 话说 ,对 于 连续 型 随机 变量 ,我 们 只 研究 上 落 在 某 区 间 的 
概率 , 而 不 研究 某 一 点 的 概率 . 

2. 连续 型 随机 变量 分 布 函数 ”连续 型 随机 变量 的 分 布 函数 F(Cz) 是 
连续 函数 , 它 的 图 形 y = F(z) 是 位 于 直线 y 二 0 与 y= 二 1 之 间 的 单调 上 升 
的 连续 曲线 ,如 图 8-8 所 示 . 

前 面 已 经 指出 ,对 于 连续 型 随机 变量 我 们 有 P(& = zo) 二 = 0, 因此 计 
算 连 续 型 随机 变量 € 落 在 某 一 区 间 内 的 概率 时 ,可 以 不 必 区 别 该 区 间 是 开 





区 间 还 是 闭 区 间 , 即 

P(rz1 <é<z)= P(r SESz)= Pr <EéSz) = P(r Er) = Fr)— Fx) 

定义 8-16 ”分 布 密 度 函 数 . 

在 离散 型 随机 变量 中 ,对 & 的 一 切 可 能 取 值 zz ，…z，… 以 及 它 取 得 这 些 值 的 概率 PCzi )， 
P(xzz),，…,， P(x,),，…, 可 以 用 概率 分 布 来 表示 . 由 前 述 讨论 ,对 连续 型 随机 变量 上 不 可 能 用 类 似 的 方法 ， 
为 此 我 们 介绍 概率 分 布 密度 的 概念 . 

设 工 为 随机 变量 & 可 能 取 值 范围 中 的 任意 一 点 ,我 们 考虑 随机 变量 & 落 在 区 间 (z,z 十 Az] 内 的 概率 
P(x 二 & 过 zx 十 Az), 把 比值 





P(rz =é€ 过 z+ Ax) 
Az 


称 为 随机 变量 € 落 在 区 间 上 的 平均 概率 分 布 密 度 . 当 Az -> 0 时 ,如 果 以 上 
比值 的 极限 存在 ,那么 称 这 极限 为 连续 型 随机 变量 在 xz 点 处 的 概率 分 布 
密度 或 分 布 密 度 , 记 作 


p(X)= lim 


Ar>0 


分 布 密 度 的 图 形 y = p(x) 通常 称 为 分 布 曲线 . 如 图 8-9 所 示 . 





P(x <é<zr+Ar) 
AZz 
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分 布 密度 的 性 质 : 
(1) g(z) 三 0 是非 负 函 数 ,分 布 曲线 位 于 zz 轴 上 方 . 
(2) p(z) = lim PES ES +A = lim H+ A ES 二 F(x), 即 


pz) = F(z) 

连续 型 随机 变量 & 的 分 布 密度 g(x) 是 它 的 分 布 函 数 (zx) 的 导 函 数 , 分 布 函 数 F(x) 是 它 的 分 布 密 
度 pCz) 的 一 个 原 函 数 . 

(3) 由 公式 了 (zi < é 过 Ws = 和 (zz) — F(zi) 及 牛顿 - 莱 布 尼 芯 公式 可 得 

Plzi 过 E22) = | pT)dr spCZ)AZCA 工 三 Te 一 2Z1) 

连续 型 随机 变量 2 落 在 区 间 (zi ,zz ) 内 的 概率 等 于 分 布 密度 在 该 区 
间 上 的 定 积分 ,或 者 说 等 于 分 布 曲线 p(x) 在 区 间 [zxi ,zz」] 上 的 曲 边 梯 
形 面 积 . 而 当 | Az | 二 | zz 一 zi | 很 小 时 ,这 概率 又 近似 等 于 其 自身 的 微 
分 pCz)Az ( 称 g(x)Az 为 概率 微分 ) ,如 图 8-10 所 示 . 


(4) 如 果 随 机 变量 的 一 切 可 能 值 都 在 区 间 [4 四 内 , 则 | g(z)dz 二 1 
“ 图 8-10 


g(x) 


一 般 地 ,车 随机 变量 6 可 以 取 任何 实数 , 则 | “9(z)dz 一 1 
即 分 布 曲 线 p(z) 与 轴 之 间 所 包围 的 平面 图 形 的 面积 等 于 1. 
(5) F(z) = P(- 品 <6 和 zx) 一 | p(x)dz, 连续 型 随机 变量 的 分 布 函数 F(z) 等 于 它 的 分 布 密度 


在 区 间 (一 co,z] 上 的 广义 积分 . 
(6) 连续 型 随机 变量 ¢ 取得 某 一 实数 值 时 概率 等 于 零 . 
Wy 和 和 六 过 15 
例 8-18 随机 变量 & 的 分 布 密度 g(x) = | 一 z,1 委 工 二 2, 求 其 分 布 函数 F(z). 
0， ”其 他 ， 


解 当 z 过 0 时 , F(z) =| gz)dr=| 0dz=0; 
当 0 人 s 时 ， 
I 0 | 2 1 
FCD =| gdr=| pdrt| gr)dr =| zaz 一 去 
当 1 之 xz 二 2 时 ， 
宝 0 1 I 
FCD= | pdr=) pdrt| pz)dz+| pz)dz 


过 2 
= | zaz+| (2 一 zdz 二 1 一 让 (2 一 z)* 一 一 于 十 2z 一 1 
0 1 和 2 各 


工 1 2 
FCD =| wapdz=| zaz+| -adz=1 
0， < 0 
二 日 委 过 和 雪 二 5 
于 是 分 布 函数 为 F(x) 一 
— sx +2r—1, ] 
ls 2 
例 8-19 求 随 机 变量 & 的 分 布 密 度 及 落 在 区 间 (2,3) 内 的 概率 , & 的 分 布 函数 如 下 : 
FC ) l1—~e*, 工 之 0 
Zz) 一 


0， 式 反 0 


EO eA 


, Ae”, 0 
(Xz)= F(zr)= 
解 和 0， 记过 Ds 


PC < 上 < 3) 一 F(3) 一 F(2) (er) (eer) 一点 


e 
例 8-20 设 g(x) 是 连续 型 随机 变量 的 分 布 密度 函数 

QT， 9 | 
PCZ) = 网 其 他 


求 常数 。 的 值 ,并 计算 P( 计 二 二 去). 


| 

|S 
团 
医 
SN 

| 
> 


解 1=| p(x)dr=| 0dz+| ardr+| 0dz 
een 

3. 几 种 常见 的 连续 型 随机 变量 分 布 

(1) 均匀 分 布 . 

如 果 随 机 变量 & 的 分 布 密度 为 





| 1 
g(x) 一 40 一 4 
0， 其 他 
则 称 在 La,56j] 上 服从 均匀 分 布 , 记 为 上 ~ U(a,b), 如 图 8-11 所 示 . 
若 区 间 [c,dj CLa,bj, 则 & 落 在 区 间 [c,dj 的 概率 
tt = 


P(e<e<D=| sdr= 
可 见 , € 落 在 Lc,4dj] 上 的 概率 与 区 间 的 长 度 成 正比 ,而 与 该 小 区 间 在 [a,bj 中 的 


i 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

b 








位 置 无 关 . 
F(z) = | g(x)dzr = [ g(z)dz 十 | wpCz)dz 大 | dz = 
0， py 
F(x) 一 4 三 一 人 ， a<zr<b 
b—a 
Js ys 


分 布 函数 > 二 F(x) 的 图 形 如 图 8-12 所 示 . 
例 8-21 在 相同 的 条 件 下 , 往 起 点 为 0 长 为 1m 的 线段 上 任意 投掷 石 块 , 石 
块 的 落 点 和 服从 QU(0,1). 求 落 点 到 中 点 的 距离 不 超过 0. 2m 的 概率 . 
解 & 的 概率 密度 函数 为 
_ /1 0 所 记 和 1 
PCZ) = 其 他 


.7 
P(0.3 之 eo0.7) =| ,ldr=0.4 





(2) 指数 分 布 . 
如 果 随 机 变量 & 的 分 布 密度 为 
gp(z) = 9 ee 
Os 天 过 0 
则 称 服从 参数 为 4 的 指数 分 布 . 记 为 ~ exp(A)， 如 图 8-13 所 示 . 
指数 分 布 的 分 布 函 数 : 


当 z 之 0 时 , F(z) =| plz)dz =|" odz=o0 


人 和 举 认 起 闪 





图 8-13 
当 z 宇 0 时 ， 
F(z) = | PCZz)dz = | ae=dz =1—e* 
所 以 
一 全 六 5 
F(z) = | 
Qs 0 


分 布 函数 y 二 F(x) 如 图 8-14 所 示 . 

例 8-22 乘客 在 车 站 等 候 公 共 汽 车 到 来 的 时 间 & 服 从 参数 4 = 0. 2 min 
的 指数 分 布 . (1) 求 等 待 时 间 超 过 5min 的 概率 大 小 . (2) 已 经 等 待 了 2min 的 
人 再 等 4min 的 概率 为 多 少 ? 

解 


(GD) & 的 概率 密度 函数 为 g(x) 一 | 





0. er 大 之 0 

0， 二 0， 图 8-14 
co 

pe 0.2cezdz 一 一 cox | = 0.3679 











-ca 
0. 2e Ydzx 区 
Bt | 人 
(2) P(E>618>0 = 划 ea S77 a0,0285., 
2 
(3) 正 态 分 布 . 
如 果 随 机 变量 & 的 分 布 密度 为 
1] wn 
(z) = (ort) 
9 0 


其 中 jy 及 so 二 0 是 常数 , 则 称 & 服 从 参数 为 与 o 的 正 态 分 布 , 记 作 & ~ Np,0). 


分 布 函 数 为 
1 Te 
F(x = a | e 好 dt 


分 布 密度 曲线 如 图 8-15 所 示 ,分 布 函数 F(x) 的 图 形 如 图 8-16 所 示 . 
正 态 分 布 密度 p(z) 的 性 质 : 

(1) p(x) >0; 

(2) 分 布 函数 FCz) = | wz)dz 一 | 一 a dsl 


TI 
曲线 g(z) 与 工 轴 之 间 的 平面 图 形 面积 等 于 1, 也 就 是 说 随机 变量 上 落 在 区 间 (一 oo 二 zx 二) 的 
概率 为 1. 














1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
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1 
1 
1 
1 
1 
kK 
图 8-15 图 8-16 


1 
A 





(3) p(z) 的 图 形 ( 图 8-17) 是 关于 z = / 为 对 称 轴 的 钟 型 曲线 . 在 z= 二 yy 处 , PCz) 有 最 大 值 


工 一 /十 处 是 PCz) 的 拐点 的 横 坐 标 . 
(4) 固定 c 的 值 ,只 改变 / 值 时 ,图 形 的 形状 不 变 , 其 位 置 随 着 w 值 不 同 而 左右 移动 , 称 w 为 位 置 参数 
(图 8-17). 车 固定 y 值 , c 值 越 小 ,图 形 越 陡峭 ; o 值 越 大 ,图形 越 平缓 , 称 c 为 形状 参数 (图 8-18). 





图 8-17 


(5) 当 z 一 ceo 时, g(x) 一 0, 工 轴 为 曲线 p(z) 的 渐 近 线 . 

特别 地 , 若 正 态 分 布 中 的 参数 y 二 0,0 二 1 时, 称 随机 变量 & 服 从 标准 正 态 分 布 , 记 作 ~ N(0,1). 分 
布 密度 为 
1 











p(x) = A 
g(x) 分 布 曲线 如 图 8-19 所 示 . 
标准 正 态 分 布 的 分 布 函 数 是 
Bx) 一 本 ”ed 
GB(z) 不 是 初等 函数 , 由 于 它 的 重要 性 ,其 函数 值 P(E 之 zx) = 
5 5 @(z),(z > 0), 可 以 查 标准 正 态 分 布 表 ( 见 附 表 ). 显然 8(0) 一 方 . 
国富 基 x 过 0 时, B(x) 可 作 以 下 变换 ， 
a ee 令 t = 一 y fi 1 2 
GB(— zx) = | edy=1— By) 
Eg 网 | = t | v/ 款 y ya 


即 
BD(—zx) 一 1 一 G(Cz) 
普通 正 态 分 布 的 分 布 函数 F(x) 也 不 是 初等 函数 ,通过 下 列 变量 代 换 化 成 标准 正 态 分 布 函数 ,再 查 
附 表 求 值 . 即 若 上 一 NC,o), 则 


| 1 2 
Fcz) =| pe edu= 8(2—) 








对 于 Pla < 上 < 0), 使 用 以 下 公式 查 附 表 : 
Pa < EB) = PO — Play = gs(=£)-—o(2—4) 
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例 8-23 ” 设 随 机 变量 上 ~ N(0,1), 求 PQ 二 8 二 2), P(|&| 二 2), P(e 2). 

解 P(1 二 过 2) 一 G(2) 一 G(1) = 0.9772—0.8413 = 0.1359 

P(|£|<2)= PC—2<é£<2)= 62)— 6(—2) 一 26(2) 一 1 一 2X0.9772 一 1 一 0.9544 
P(E>2) 王 1 一 P(E 过 2) 一 1 一 G(2) 一 1 一 0.9772 一 0.0228 

例 8-24 设 随机 变量 服从 正 态 分 布 Nwr), 求 & 落 在 (一 如 ,py 十 嫩 ) 内 概率 . 其 中 = 1,2,3. 


解 PW 一 各 水 十 如) 一 本 从 二 外 =4] of a 





= Bk) — DB—k) = 28(k)—1 
当 & 王 1 时 , Py—oywto) 一 2G6(1) 一 1 一 68.26%; 
当 & 王 2 时 ,P(w 一 2w 十 2c) = 95.44%; 
当 & 王 3 时 ,P( 一 3 十 3c) 一 99.74%. 
由 此 可 见 , 服 从 正 态 分 布 的 随机 变量 & 的 值 基本 落 在 区 间 (yy 一 30,y 十 30) 内 . 
& 落 在 (一 30,p 十 30) 之 外 的 概率 小 于 0. 003, 通常 认为 这 一 概率 是 很 小 的 ,因此 我 们 常 把 一 30,y 十 30) 
看 成 服从 正 态 分 布 的 随机 变量 的 实际 可 能 取 值 区 间 . 这 一 原理 称 为 “三 倍 标准 差 ?原理 ,也 称 3c 规则. 
【思考 与 讨论 】 
1. 两 个 随机 变量 的 分 布 函数 完全 相同 ,它们 必 是 相等 的 随机 变量 吗 ? 
2. 只 要 随机 变量 的 取 值 是 连续 的 , & 就 是 连续 性 随机 变量 吗 ? 
3. 设 £ 是 一 个 离散 型 随机 变量 ,下 述说 法 正确 与 否 ? 
(1) 若 & 只 取 有 限 个 整数 值 , 则 & 服 从 二 项 分 布 ; 
(2) 阁 & 可 取 无 限 个 整数 值 , 则 & 服 从 泊 松 分 布 ; 
(3) 若 & 可取 无 限 个 非 负 整数 值 , 则 & 服从 泊 松 分 布 . 
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随机 变量 的 分 布 描述 了 随机 变量 的 特征 . 但 在 一 般 情况 下 , 求 一 个 随机 变量 的 概率 分 布 是 很 不 容易 
的 ,更 重要 的 是 , 某 些 实际 问题 知道 随机 变量 的 某 些 数字 特征 就 可 以 了 ,这 些 数字 特征 是 比较 容易 求 的 . 
例如 ,工厂 生产 中 我 们 不 太 关心 每 个 人 生产 情况 ,而 只 关心 单位 时 间 内 平均 每 人 的 生产 量 及 技术 程度 . 一 
些 特殊 情况 下 ,随机 变量 的 某 些 数字 特征 又 是 分 布 中 很 重要 的 参数 ,这 些 数字 特征 一 旦 确定 ,整个 分 布 也 
随 之 而 定 . 在 这 些 数字 特征 中 ,数学 期 望 和 方差 是 最 常用 到 的 . 








一 、 数 学 期 记 
1. 离散 型 随机 变量 的 数学 期 望 ” 设 进行 n 次 独立 试验 的 观测 值 见 表 8-10, 求 试验 结果 的 平均 值 . 
表 8-10 
é 澳 2 “ a 总 计 
频数 mu m2 ‘se Tn N 

频率 wCZ1) CCZ2) “= w(xn) 1 





平均 值 元 一 2 于 Ee 加 十 zo 对 二 


一 Ziw(CZ1) 十 Zzw(Czz) 十 … 十 To(CZn) 
= 3 (zi 
频率 稳定 于 概率 ,对 于 概率 ,我 们 有 类 似 于 z 的 数学 期 望 的 定义 8-17. 


定义 8-17 ”离散 型 随机 变量 的 一 切 可 能 值 与 对 应 的 概率 P(E = x;) 乘积 之 和 , 称 为 随机 变量 & 的 
数学 期 望 , 记 为 M(6) (或 下 (6) ). 


WE EA 


如 果 随 机 变量 & 的 一 切 可 能 值 是 有 限 个 : zi ,x;，,…,zx， 取得 这 些 值 的 概率 分 别 是 PCzi),P(zx,),…， 
P(xz,)，, 则 数学 期 望 为 
M(é) = xziP(zi) 二 zx Pr) 二 二 ziP (ri) 一 DaPp x) 
随机 变量 € 的 可 能 取 值 是 无 限 个 : Tl1»T29""" Tn"", 有 类 似 结论 : 


MI(é) = ziP(zi) 十 zx;P(z;) 十 … 二 :P(xz;) 十 … SR Dzpz) 
假定 上 式 级 数 是 收敛 的 . 
2. 连续 型 随机 变量 的 数学 期 望 ” 对 于 连续 型 随机 变量 &, 假设 & 的 分 布 密度 为 p(x), 如 前 所 述 , 随 
机 变量 6 落 在 无 穷 小 量 区 间 (z,z 十 Azj] 内 的 概率 近似 的 等 于 p(z)Az. 因此 ,连续 型 随机 变量 & 的 分 布 
密度 为 pg(z), 如果 | ”zpCz)dz 绝对 收敛, 则 称 


M(E) = | mcpdz 
为 连续 型 随机 变量 & 的 数学 期 望 . 
3. 数学 期 望 的 性 质 
(1) 若 C 为 常数 , 则 M(C) = C. 
证 明 常数 C 可 以 看 成 以 1 为 概率 的 只 取 一 个 值 C 的 随机 变量 ， 
M(C) =Cx1=C 
(2) 若 C 为 常数 , 则 MC(CG) = CM (6). 
证 明 & 为 离散 型 随机 变量 ; 
M(Ce) = 2 CriP (zx) = COP (en = CM(é) 
& 为 连续 型 随机 变量 : 
M(C9 =| Crp(r)dr=C| zp(z)dzr = CM 
(3) 设 & 是 离散 型 随机 变量 ,概率 分 布 如 下 表 8-11: 


表 8-11 








随机 变量 函数 7 = f(&) 的 概率 分 布 如 下 表 8-12: 
表 8-12 
JCzl) f(z2) “0 fan) 








Pl(y= f(zi)) Pl(zi1) PCzz) Plz) 


数学 期 望 
MO? = MLf(®] = 2 f(r)P(zi) 
若 & 是 连续 型 随机 变量 ,分 布 密度 为 p(x), 则 数学 期 望 
MD = MLf(®]= | fp) dr 
(假定 积分 是 绝对 收敛 的 ) 
(4) 若 C 为 常数 , 则 M(E 十 C) = MC) 十 C. 
证 明 & 为 离散 型 随机 变量 ( & 为 连续 型 随机 变量 ,读者 可 自行 证 明 》 
Me 十 CO) = 2 (十 DPCn) = ZJziP(z) 十 2CP(n) = MO +C 
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(5) 若 &,b 为 常数 , 则 MCkRE 十 56) 一 RMTCS) 十 凡 
(6) MI[é—M(é ]= M(é) 一 MLM(CS ]= M(é) — M(é) = 0. 
(7) 车 与 7 为 二 个 随机 变量 , 则 MC(& 土 7 = M(6) 土 MO7. 
推广 到 有 限 个 随机 变量 6 ,名 ，…,6, 的 情形 ,有 

M(& 土 色 土 … 土 ) 二 MG ) 士 MG2 ) 士 … 士 ME) 
(8) 随机 变量 与 7 互相 独立 , 则 MCE D = MC6 .M7. 
推广 到 有 限 个 相互 独立 的 随机 变量 6 ,名 ,6 ， 有 

MG 名 &) = M(&) » M(E&,) 和 … M(E&,) 


二 、 方 差 和 标准 差 


数学 期 望 描 述 了 随机 变量 取 值 的 平均 水 平 ,但 仅 有 数学 期 望 还 不 足以 描述 随机 变量 的 整体 特征 . 表 
8-13 是 甲乙 二 人 每 天 生产 合格 品 的 数量 ( 设 他 们 的 外 部 因素 相同 ). 
表 8-13 
第 一 天 第 二 天 第 三 天 
甲 120 100 80 
乙 100 98 102 


虽然 他 们 的 平均 水 平一 样 ,合格 品 数 都 是 100, 但 显然 乙 的 技术 更 稳定 . 随机 变量 的 取 值 与 平均 值 的 
偏离 程度 ,也 是 随机 变量 的 一 个 重要 的 数字 特征 .- 

随机 变量 对 于 平均 值 M(6) 的 离散 程度 可 以 用 差 一 M(&) 表示 , 称 为 离 差 ,由 于 & 一 M(S) 可 正 可 负 ， 
取 和 时 会 抵消 ,因此 取 [一 M(&)]? 来 描述 随机 变量 对 均值 的 离散 程度 . 男 一 方面 ,衡量 8 的 离散 程度 并 
不 是 对 的 个 别 值 而 言 ,要 考虑 & 的 所 有 可 能 值 ,因此 用 离 差 平 方 的 均值 就 更 确切 了 . 

1. 方差 的 定义 

定义 8-18 ”对 于 随机 变量 $, 若 MLE 一 MC(&)] 存在 , 则 称 它 为 的 方差 , 记 作 D(C&). 

若 & 为 离散 型 随机 变量 , 且 概 率 分 布 为 表 8-14. 


表 8-14 





Plzi) Pl(z2) P(xzn) 





则 方差 为 
De = DLz — MO Pz) 
若 为 连续 型 随机 变量 ,分 布 密度 为 p(x), 则 其 方差 为 
De =| [rz—M Tp)dz 
由 定义 8-18 可 知 ,随机 变量 的 方差 总 是 一 个 正 数 . 当 随 机 变量 的 可 能 值 集中 在 数学 期 望 附近 时 , 方 
差 就 小 ;反之 方差 就 大 . 方差 反映 了 随机 变量 分 布 的 离散 程度 . 
定义 8-19 方差 的 算术 平方 根 VD(6) 称 为 随机 变量 的 均 方差 (或 称 标准 差 ) , 记 作 
os = D(é) 
为 方便 计算 ,方差 公式 可 以 简化 为 : D(&) = M(8? 一 LM(C6) 了. 
证 明 D(C8) = MLe 一 M(C9 J = ML&—2é. MC(é) + [MCE) J] 
= MC(&)—2M(é) » MC(e) 十 LM(C9 = ME) — [MCE 
2. 方差 的 性 质 
(1) 若 C 为 常数 ,，D(C) = 0. 
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(2) 若 C 为 常数 , 则 DC& 十 C) = D(C&). 
(3) 若 C 为 常数 , 则 D(CG) = CD(6). 
(4) 若 &,b 为 常数 , 则 D( 既 十 56) 一 已 DC9). 
(5) 若 随机 变量 上 与 7 相互 独立 , 则 DCE 士 力 = DC 十 DC7). 
推广 到 有 限 个 相互 独立 的 随机 变量 bb, 有 
D(& 圭 名士 … 土 ) 二 D(&) 十 D(&) 十 … 十 DC&,) 
(6) 如 果 随 机 变量 & ,&,…,&, 相互 独立 , 且 








DC&) =D(&) 一 … 一 DG6) — DC9， 令 和 一 二 (和 十 名 十 十 5)， 则 DB 一 一 DC， 
例 8-25 已 知 随机 变量 & 的 概率 分 布 为 表 8-15. 
表 8-15 
了 二 0 1 2 
P(G 一 二 ) 二 各 和 六 


求 M(&), D(e) 及 coe. 解 
M(&) 一 一 1 xX 与 1 ioxi 十 1X 亡 = 十 2X 古 一 工 


10 5 
ea sz 2 oa 
M(&) CD?X 吉 十 0 X 雪 十 了 X 寺 十 27X 击 一 5 
== 么 1 19 /i9 


[一 2 .二 二 一 人 


三 、 常 用 分 布 的 数学 期 望 和 方差 
1. 二 点 分 布 (0-1) 随机 变量 ee 8-16. 
表 8-16 


0 1 
P(€ = zi) 9 p 





其 中 0 二 pp 二 1,p 十 g = L: 
M(é) =0Xgq+i+lxp=p 
M(&)=0Xgqi+lxXp=p 
D(e = M(Ce) 一 LM(9 = p—p:= pq 
2; 二 项 分 布 随机 变量 E~ Bln,p), 概率 分 布 为 
P(E€=m) = Cp”gq™ "(m= 0,1,2,..,n) 
其 中 , 0 二 pp 二 1,p 十 gq=1. 


一 电 入 二 天 庆 ( 二 二 m n(n— 1)1p pr 
ee 2 Gp"g 了 人 -> ee Te 


= pC gt DI sr 7 力 ( 力 十 g) 王 1 =np 
m=] 
M(&)= MLE(CE 一 1) 十 避 = MLECGE 一 1)] 十 MC6) 
一 Ome (m—1)Crp"g™ +np 
m=0 
nt = 乡 ) m2 mm 
-mn Dp 3 tT "+ 


=n(n— Dp (pi+g)"™ +np =nnm1)p i+np 
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D(O)= ME)— [MF =nn— Dp +np— (np) = npqyo: = Vnpq 





3. 泊 松 分 布 ”随机 变量 & ~ P(), 概率 分 布 为 P(E == m) 一 em = 0,1,2," ,A>0) 
加 a S 
M(é)= Pm Ae Sa 
M(&)= Dm 。 全 en 一 PTLD + Ae 


RE Es NW 
一 和 Se Ti+ Se - A 


D(= ME)—[LMOT = = 
4. 均匀 分 布 ”随机 变量 服从 均匀 分 布 ,分 布 密度 为 


人 [a RE 
9 





en 其 他 
MG 一 | zp)dz=|z 





1 = 上 上 
十 





ME)=| x ( yar =| ep 
pI 2 b 3 a 


» 
DC = Me ) — [ME = EC 十 友 于 节 ) 一 [去 +o)] 党 二 (6 一 a)? 


ae 一 十 (6 一 a)? 一 译 %-2 
5. 指数 分 布 ”随机 变量 服从 指数 分 布 , 概 率 分 布 密度 
Ae™ 9 TX 之 05 
ee 一 ( wd 也 党 琶 
则 
ee +oo 
MG =| zp(ndr=| Aderdr=i 


M(&) = | zz (z)dz = | zzaedz 过 多 
Ee 9 0 bp 


D(9 = MCe) 一 LM(6)] = 汪 一 站 = 过， Peg 
6. 正 态 分 布 ”随机 变量 ~ NCj.,0?) ,分布 密度 为 
L 


V2rc 





Cx ue 
9(z) = e 好 (一 ce 元 工 二 十 co) 


则 


ee 和 
一 一 | (to)e di 
启 |- 





因为 


所 以 M(e) 三 儿 














a = o 一 二 o 2 
二 一 人 dl(e i) 一 一 te 2 十 一 一 zd 

V2 a V 2 一 ce | 
ES rd 


所 以 D(8)= 0. 
例 8-26 设 随机 变量 & 的 密度 函数 是 
fea) = 也 -lzl (一 co <z< 二 co) 


试 求 :(1) MCe) ,D(e); (2) M( 和 )， Dp( :+). 


解 Me 一 | zelrldr=0 


es ,过 一 癌 = ,圭一 二 
Me)=| xz Fe dz 下 rx 7 dz 二 了 2 
De)= ME)— [MJ =2—0=2 
全 EL 1 下 二 

M(*)= 2 DT 
é&4+1Y 1 i 
人 的 一 


例 8-27 若 在 一 个 人 数 很 多 的 团体 中 普查 乙肝 疾病 ,假设 该 人 群 有 N 人 , 需 抽检 每 个 人 的 血 进行 化 
验 . 其 具体 的 操作 可 以 用 两 种 方法 进行 :(1) 将 每 个 人 的 血 都 分 别 进行 化 验 , 这 需要 化 验 N 次 ;(2) 将 NN 个 


人 分 成 K 个 人 一 组 , 共 分 元 从 组 ,进行 分 组 化 验 . 把 K 个 人 的 血 混合 起 来 进行 化 验 . 如 果 混 合 血液 时 阴 性 


pe ,这 样 KK 个 人 只 化 验 一 次 即 可 . 如 果 混 合 血 液 呈 阳性 反应 ,再 对 
K 个 人 的 血液 分 别 化 验 ,这 样 一 来 ,这 KK 个 人 得 化 验 K 十 1 次. 假定 对 所 以 人 来 说 试验 呈 阳 性 的 概率 为 
p， 且 这 些 人 的 反应 是 相互 独立 的 . 试 说 明 按 第 二 种 方法 可 以 减少 化 验 次 数 , 并 说 明 天 取 什 么 值 最 适当 . 

解 ” 由 假设 ,每 个 人 的 血液 是 阴性 反应 的 概率 为 qa 二 1 一 p, 因而 天 个 人 混合 血液 呈 阴 性 反应 的 概率 
为 4 ,KK 个 人 混合 的 血 呈 阳性 反应 的 概率 为 1 一 4. 
以 个 人 为 一 组 时 ,组 内 每 个 人 化 验 次 数 为 &, 则 8 为 一 个 随机 变量 . 概率 分 布 为 
P(E£=1)=g, P(E=&k+1)=1—g(g=1—p) 
MO) =1Xg+K+D)—g)= Ki+1— Kg 
NN 个 人 平均 验 血 次 数 


六 本 eo 
LC(K) 一 元 (天 十 1 Kox) = N(1 十 去 q) 


选择 适当 的 KK 使 LC(K) 达到 最 小 值 ,从 而 使 平均 验 血 次 数 最 少 , 表 8-17 列 出 对 不 同 的 p 值 ,使 L(K) 
最 小 的 天 值 . 





表 8-17 





K 
4 
4 
4 
4 
5 
5 
6 
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上 述 方法 减少 验 血 次 数 是 原 验 血 次 数 N 次 的 (六 一 让 )X 100% 


车 p= 二 0.1%,K ==4, 则 0. 9 一 地 二 0. 40 二 40%, 即 减少 工作 量 40%. 


【思考 与 讨论 】 
1. 设 & 的 数学 期 望 和 方差 都 存在 , 且 D(6) 天 0. 令 1 一 和 MG) ,证明 MD =0,D(WD = 1 


vV D(é) 
2. 随机 变量 服从 柯 西 分 布 (Cauchy distribution) ,其 概率 密度 函数 为 


f(z) = 





1 
nx(l1 十 zx?) 
考察 是 否 有 数学 期 望 与 方差 ? 

习 题 和 八 


1. 何谓 互 不 相 容 事件 ? 何谓 相互 对 立 事件 ? 何谓 互相 独立 事件 ? 何谓 诸 事件 构成 互 不 相 容 的 完备 
事件 组 ? 
2. 将 下 列 事件 用 A,B,C 表示 出 来 : 


(1) 只 有 A 发 生 ; (2) A, B 都 发 生 , C 不 发 生 ; 
(3) 三 个 中 至 少 有 一 个 发 生 ; (4) 三 个 都 不 发 生 . 


3. 车 ACB 则 A 十 B, AB 各 表示 什么 事件 . 

4. 某 事 件 的 概率 和 频率 有 何 区 别 和 联系 ,事件 的 概率 是 否 为 频率 的 极限 ? 

5. 一 个 袋 中 有 4 个 球 , 它 们 分 别 标号 1,2,3,4. 

(1) 从 袋 中 任 取 一 球 后 ,不 放 回 ,再 从 袋 中 任 取 一 球 ,记录 二 次 取 球 的 结果 . 

(2) 从 袋 中 任 取 一 球 后 , 仍 放 回 袋 中 ,再 从 中 任 取 一 球 ,记录 二 次 取 球 的 结果 . 

6. 掷 一 颗 骨 子 ,观察 山子 的 点 数 ,如 何 表示 下 列 事件 ， 

(1)“ 掷 得 的 点 数 不 超 过 2”; (2)“ 掷 得 的 点 数 不 超 过 3”; 

(3)“ 掷 得 的 点 数 不 小 于 4?; (4) 掷 得 奇数 点 ” 

7. 从 52 张 扑 克 牌 中 , 任 取 4 张 , 求 这 四 张 花色 不 同 的 概率 . 

8. 一 袋 中 有 10 个 球 ,6 个 红 球 ,4 个 白 球 ,不 放 回 取 球 . 求 :(1) 从 中 任 取 两 个 球 , 有 一 红 球 的 概率 ? 
(2) 任 取 3 个 球 , 有 一 红 球 的 概率 ? 

9. 某 产品 共 40 件 , 其 中 有 3 件 次 品 . 从 中 任 取 3 件 , 求 下 列 事件 的 概率 . 

(1) 3 件 中 恰 有 一 件 次 品 ; (2) 3 件 中 恰 有 2 件 次 品 ; 

(3) 3 件 全 是 次 品 ; (4) 3 件 全 是 正品 . 

10. 一 袋 中 有 20 个 大 小 质地 相同 的 球 ,其 中 8 个 红色 的 ,6 个 黄色 的 ,4 个 黑色 的 ,2 个 白色 的 , 今 
袋 中 任 取 一 球 , 求 : 

(1) 取得 红 球 的 概率 ; (2) 取得 红 球 或 黄 球 的 概率 ; 

(3) 取得 红 球 或 黄 球 或 白 球 的 概率 . 

11. 向 三 个 相 邻 近 的 军火 库 投掷 一 枚 炸弹 , 炸 中 甲 军 火 库 的 概率 为 0. 025, 炸 中 乙 军 火 库 、 丙 军火 库 
的 概率 分 别 为 0. 1. 只 要 其 中 一 个 军火 库 被 炸 , 另 外 两 个 也 要 炸 , 求 军 火 库 爆 炸 的 概率 . 

12. 生产 某 药 经 过 两 道 工 序 , 第 一 道 工序 完成 后 合格 的 概率 是 0. 93, 第 二 道 工 序 合格 的 概率 是 
0. 88, 问 两 道 工 序 完 成 之 后 ,此 药 合 格 的 概率 . 

13. 有 3 批 产 品 ,每 批 100 个 , 且 每 批 有 10 个 次 品 ,从 每 批 中 任 取 一 个 ,这 三 个 都 是 合格 品 的 概率 . 

14. 有 甲 、 乙 二 反应 饶 , 在 一 小 时 之 内 需 工 人 看 管 的 概率 分 别 是 0. 1 与 0. 2. 求 在 一 小 时 内 : 

(1) 甲乙 二 钠 都 要 看 管 的 概率 . (2) 甲乙 二 锡 都 不 要 看 管 的 概率 . 

(3) 只 有 一 个 钢 要 看 管 的 概率 . 

15. 甲乙 二 袋 中 各 装 有 两 色 球 . 其 中 甲 袋 中 有 6 个 红 球 ,3 个 白 球 ; 乙 袋 中 有 5 个 红 球 ,2 个 白 球 . 


医用 高 等 数学 





从 甲乙 二 袋 中 各 取 一 球 , 试 求 : 

(1) 二 球 都 是 红 球 的 概率 ; (2) 二 球 都 是 白 球 的 概率 ; 

(3) 一 红 球 一 白 球 的 概率 . 

16. 一 射手 命中 率 为 0. 8, 另 一 射手 命中 率 为 0. 7, 如 果 两 人 同时 独立 的 向 一 个 目标 射击 , 求 二 人 中 
至 少 有 一 人 命中 的 概率 . 

17. 甲 、 乙 .两 三 人 独立 的 进行 同一 试验 工作 , 甲 成 功 的 概率 是 0. 7, 乙 成 功 的 概率 是 0. 8, 丙 成 功 的 
概率 是 0. 5, 问 ， 

(1) 三 人 都 成 功 的 概率 ? (2) 三 人 中 至 少 有 一 人 成 功 的 概率 . 

18. 电路 由 电池 A 与 两 个 并 联 电池 了 和 C 串联 而 成 的 . 已 知 电 池 A,B,C 损坏 的 概率 分 别 为 0. 3， 
0. 2,0. 2, 求 电路 发 生 间 断 的 概率 . 

19. 两 台 机 床 加 工 同样 零件 ,第 一 台 废 品 率 是 0. 03, 第 二 台 废 品 率 是 0. 02, 第 一 台 加 工 的 零件 是 第 
二 台 的 二 倍 . 若 加 工 出 的 零件 混在 一 起 , 求 : 

(1) 任 取 一 零件 是 合格 品 的 概率 ? 

(2) 如 任 取 的 零件 是 废品 , 求 它 是 第 二 台 车 床 加 工 的 概率 . 

20. 一 个 盒 中 有 12 个 乒乓 球 , 其 中 有 9 个 新 球 . 第 一 次 比赛 时 从 中 任 取 3 个 来 用 ,比赛 后 仍 放 回 ,第 
二 次 比赛 时 再 从 中 任 取 3 个 , 求 第 二 次 取 球 都 是 新 球 的 概率 ? 

21. 有 三 只 盒子 都 装 有 圆珠笔 芯 , 甲 盒 中 2 支 红色 ,4 支 蓝 色 的 ; 乙 盒 子 中 有 4 支 红色 ,2 支 蓝 色 的 ; 
两 盒 中 有 3 支 红 色 ,3 支 蓝 色 的 ,从 中 任 取 一 支 ( 到 三 盒 中 取 的 机 会 相同 ), 求 :(1) 是 红色 笔 芯 的 概率 ? 
(2) 若 已 知 取得 的 是 红色 笔 芯 , 求 是 甲 盒 中 的 概率 . 

22. 某 地 新 生 儿 的 出 生 率 男 52%, 女 48% , 某 家 有 三 个 孩子 , 求 恰 有 2 个 男孩 的 概率 . 

23. 某 工 人 每 天 出 废品 的 概率 是 0. 03, 求 5 天 中 仅 有 一 天 出 废品 的 概率 . 

24. 电子 计算 机 内 装 有 2000 个 同样 的 电子 管 ,每 一 个 电子 管 损坏 的 概率 等 于 0. 0005, 如 果 任 一 电子 
管 损 坏 ,计算 机 即 停 止 工作 , 求 计算 机 停止 工作 的 概率 . 

25. 某 电话 站 为 300 个 拥护 服务 ,在 一 小 时 内 每 一 电话 用 户 使 用 电话 的 概率 为 0. 01, 求 在 一 小 时 内 
有 4 个 用 户 用 电话 的 概率 . 

26. 从 一 批 灯 泡 中 , 任 取 一 只 测试 它 的 寿命 ,如 何 表示 下 列 事件 ? 

(1) 测 得 的 寿命 大 于 1000h; (2) 测 得 的 寿命 小 于 1500h; 

(3) 测 得 的 寿命 不 小 于 1000h. 

27. 在 100 个 零件 中 ,有 5 个 次 品 , 任 取 5 个 , 求 取 得 “次 品 数 ”的 概率 分 布 . 

28. 在 一 批零 件 有 9 个 合格 品 ,3 个 次 品 , 任 取 一 个 ,如 果 每 次 取得 是 次 品 不 放 回 , 求 在 取得 正品 前 ， 
已 取出 的 废品 数 的 概率 分 布 ,分 布 函 数 . 





A 
， |z|<1, 
29. 随机 变量 & 的 分 布 密度 函数 为 p(x) = I ” 求 (1) 系 数 A; (2)& 落 在 
0， [|xw|>1, 
(一 去 去 ) 内 的 概率 ;(3) 5 的 分 布 函数 
Gy 亚 过 0 
30. 设 随 机 变量 的 分 布 函数 为 下 (z) -二 0 过 >z 妥 1 , 求 (1) 系 数 A;(2) E 落 在 (0.3,0.7) 内 
T=] 


的 概率 ;(3) 6 的 分 布 密度 . 
31. 设 随机 变量 的 概率 分 布 如 下 表 8-18: 
表 8-18 
E = 沁 0 1 





总 | 一 Co 


人 < 1 了 
P(E€= zi) 3 2 12 


和 人 刘振兴 


求 M(6 ,D(6) 及 


2 
一 0， 
32. 和 机 变量 的 分 刻度 为 g() -| 下 “一 求 随机 变量 7 一 Iné 的 分 布 
0， 区 要 0 
密度 . 
33. 甲 、 乙 两 批 原 料 , 过 筛 之 后 ,得 知 粒度 分 布 如 下 表 8-19 : 


表 8-19 











问 平均 哪 一 批 颗 粒 较 粗 ? 哪 一 批 颗粒 的 均匀 性 较 差 ? 
34. 甲 、 乙 二 射手 在 射击 中 各 种 得 分 的 概率 为 表 8-20 











问 : 谁 的 平均 得 分 较 好 ? 谁 的 技术 比较 稳定 ? 

35. 已 知 随机 变量 上 ~ N(0,1), 求 

(1) P(1 < é€<2); (2) P(E < 2.2); (3) P(E 之 1.76); (4) P(| £1|<=1.55). 

36. 已 知 随机 变量 & ~~ N (1.5,4), 计算 

(1) P(E 一 3.5); (2) P(E <—4); (3) P(E> 2); (4) P(| £1|<= 3). 

37. 已 知 正常 男性 成 人 血液 中 ,每 毫升 白细胞 数 平均 为 7300, 均 方差 为 700, 今 有 一 成 年 男子 验 血 ， 
其 每 毫升 白细胞 数 在 5200~9400 之 间 的 概率 是 多 大 ? 


( 唐 晓 刘 启 贵 ) 


表 1 某 药 厂 各 地 销售 价格 单位 : 箱 








i 
驴 | 到 
表 2 某 药 厂 各 地 销售 价格 ”单位 :元 / 箱 




















上 述 两 表 为 某 药 厂 在 四 地 区 、 三 药品 的 销量 与 销售 单价 ,各 地 区 的 销售 收入 就 是 两 表 相 
应 列 的 数据 相 乘 再 求 和 . 此 时 , 若 将 两 表 中 的 数据 按 其 顺序 不 变 , 写成 一 个 数 表 一 一 这 就 是 
矩阵 ,相应 的 计算 就 是 矩阵 的 运算 . 

Bz gd 





在 医学 科研 和 现代 管理 中 所 涉及 的 数学 模型 ,有 相当 一 部 分 要 通过 线性 方程 组 来 描述 和 解决 问题 . 
而 线性 代数 研究 的 主要 对 象 就 是 线性 方程 组 ,所 涉及 的 理论 基础 就 是 行列 式 和 甜 阵 . 它 是 学 习 医学 统计 、 
生物 物理 ,计算 机 应 用 现代 管理 学 等 课程 不 可 缺少 的 工具 . 


第 一 节 行 列 式 


一 、 行 列 式 的 概念 
1. 二 阶 、 三 阶 行列 式 
考虑 二 元 线性 方程 组 
十 azzz 一 0 (9-1) 
QaziX1 十 az22 = 02 
采用 加 减 消 元 法 ,得 
ep 一 Qi2Q21)7Z1 = 0022 一 Qi202 
(allazs — ai2421)T2 一 anbz 一 DG2l 
当 aaz 一 azazl 天 0 时 ,方程 组 (9-1) 有 唯一 解 
Da2z 一 Qi202 
QI11C22 QI12Q21 


v5 


= 站- 要 硕 po 一 Dia2l 


U11Q22 QI12Q21 


为 便于 记忆 上 述 求解 公式 ,我 们 引进 二 阶 行列 式 的 概念 . 














记号 汪 多 表示 代数 和 ailiaz 一 aiza2l , 称 为 二 阶 行列 式 . 即 
21 22 
Ql CQ12 
一 QI11Q22 一 CQ12Q21 
Q21 ld22 
a as | 其 中 wy 一 1,2) 为 二 阶 行列 式 的 元 素 . 二 阶 行列 式 共有 两 行 两 列 4 个 元 素 ,每 个 元 素 








2 ay 有 两 个 脚 标 ,第 一 个 肢 标 i 为 行 标 ,指明 这 个 元 素 所 在 行 的 行 数 ,第 二 脚 标 j 为 列 标 ， 
指明 这 个 元 素 所 在 列 的 列 数 . 

二 阶 行列 式 表示 的 代数 和 的 值 , 是 采用 对 角 线 法 则 (图 9-1) 得 到 , 即 从 左上 角 到 右 
下 角 实 线 ( 称 为 主 对 角 线 ) 连 接 的 两 个 元 素 的 乘积 , 减 去 由 右上 角 到 左下 角 虚 线 ( 称 为 副 


图 9-1 
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对 角 线 ) 连 接 的 两 个 元 素 的 乘积 . 
Q11 412 Ob! alz an bi 
若 令 D= = andzz 一 Q12021 ， Di = = biazz — a1202 ， D; = = anb, 
U21 U22 2 U22 Q21 5 




















一 和 ai , 则 关于 二 元 线性 方程 组 (9-1) 的 解 可 表述 如 下 : 






































a a 
当 D 一 | ” ”| 闫 0 时 ,二 元 线性 方程 组 (9-1) 有 了 唯一 解 : 
21 22 
Di a a bi 
»=D b» az2 i az bs 
! D Qll CQ12 3 D Ql1l Ul2 
G21 QQ22 G21 4d22 
Xl 十 2x2 一 9， 
例 9-1 解 线性 方程 组 |” 
2x1 一 3zz = 4. 


1 2 9 2 i 泡 
= = Ss 二 一 | ES 不 乡 
解 由 于 D : ? 赤 041 识 , | 35 , D; : 1 14 . 因此 得 到 方程 组 


一 到 一 一 要 DD:_—14_ 
的 唯一 解 : EE D es 二 7 > 5s TX? D 二 了 2 
类 似 于 二 元 线性 方程 组 的 讨论 ,对 于 三 元 线性 方程 组 


| 十 alzZas 十 al373 一 入 








Q2l1Z1 十 azzTz 十 azsZas 一 bs (9-2) 
aslZ1 十 ds2Z2 十 43xs = bs 
采用 加 减 消 元 法 也 可 求 得 其 解 . 
为 了 能 用 简洁 的 公式 表示 三 元 线性 方程 组 (9-2) 的 解 , 需 要 引进 三 阶 行列 式 的 概念 . 
Ql QI12 U13 
记号 | az azz azs 表示 代数 和 Q11022033 二 Qi2Q23031 十 013Q21032 一 Q13GQ22031 一 Q12G21Q33 一 Ql1Q23Q32 ， 
Q31 CQ32 433 
称 为 三 阶 行列 式 . 即 
QI CQ12 QQ13 
Qa ld22 4d23|= Q11022033 十 Ql2Q23G3sl 十 QlsQ21032 一 Q13G22031 一 Ql12Q21Q33 一 QI1Q23Q32 
U3l 432 U33 
其 中 ur (i,j 二 1,2,3) 为 三 阶 行列 式 的 元 素 . 
三 阶 行列 式 表示 的 代数 和 的 值 ,也 可 以 采用 对 角 线 法 则 (图 9-2) 确 定 ， 
其 中 主 对 角 线 方向 上 各 实 线 连接 的 三 个 元 素 的 乘积 是 代数 和 中 的 正 项 , 副 / 


# 


对 角 线 方向 上 各 虚线 连接 的 三 个 元 素 的 乘积 是 代数 和 中 的 负 项 . \、 
QI U1l2 Qi13 b! aiz ai3 
同样 , 若 令 D= |az az azs| ,Di= Ib az azs 





Ud31 U32 U33 bs das a33 
an hb ans an al bi 
D: 一 |a pb az| ,D; 二 |an az bz| , 则 关于 三 元 线性 方程 组 (9-2) 的 解 表 述 如 下 : 
asl bs a3s asl ds32 bs 


Ql1 dl12 QQ13 


当 吃 二 |a az as | 天 0 时 ,三 元 线性 方程 组 (9-2) 有 唯一 解 : 


CQ31 0Q32 433 





al bb a 


a21 b2 az3 

















Di = b3 as3s a33 D; asl bas a33 _L3 __ Il4s1 (43 bs 
由 一 再 一 和 Ww 

Ql Ql2 QQ13 Qll Ql12 QQ13 dl Ql12 QQ13 

U21 Q22 423 U21 Q22 423 Ud21 Q22 423 

U31 QQ32? 433 Q31 Q32 433 U31 QU32? 433 


2. 排列 与 逆序 为 了 讨论 阶 行列 式 ,下 面 给 出 排列 逆序 数 的 概念 . 

由 个 正 整数 1,2,…,n 组 成 一 个 有 序数 组 称 为 一 个 n 级 排列 , 记 作 jij2…j，. 

例如 ,321 是 一 个 3 级 排列 ,4213 是 一 个 4 级 排列 . 

定义 9-1 在 一 个 nn 级 排列 j172…j, 中 , 若 有 较 大 的 数 排 在 较 小 的 数 的 前 面 , 则 称 它 们 构成 了 一 个 逆 
序 .一 个 n 级 排列 jj，…j， 中 逆序 的 总 数 称 为 排列 的 逆序 数 , 记 作 NGj1j2…*j,). 

逆序 数 为 奇数 的 排列 称 为 奇 排列 ,逆序 数 为 偶数 的 排列 称 为 偶 排列 . 

例如 ,5 级 排列 43251 中 ,就 有 7 个 逆序 ， 

43 :42 和 .32 引 引 蝇 

所 以 有 N(C43251) 王 7, 该 排列 为 奇 排 列 . 

按 正 整数 由 小 到 大 的 顺序 排 成 的 n 级 排列 12…n 称 为 自然 排列 . 显然 , 自然 排列 是 不 存在 逆序 数 的 ， 
因此 N(12…n) 二 0, 为 偶 排列 . 

3. n 阶 行列 式 

观察 三 阶 行列 式 的 结构 : 


dz21 dz 423|= Ql1022033 十 al2G23G3al 十 Ql3Q21Q32 








Q3l1 U32? U33 
4Q13Q22431 ~ Q12421Q33 ~ Q11423432 
可 以 看 到 :三 阶 行列 式 由 3? 个 元 素 构 成 , 它 代 表 了 一 个 数值 . 这 个 数值 是 3! 一 6 项 的 代数 和 ,每 一 项 
取 自 三 阶 行列 式 中 不 同行 .不 同 列 的 3 个 元 素 的 乘积 . 每 一 项 乘积 的 符号 是 : 当 这 一 项 中 元 素 的 行 标 按 3 
级 自然 排列 后 ,对 应 的 列 标 构 成 的 3 级 排列 如 果 是 偶 排 列 则 取 正 号 ,如 果 是 奇 排列 则 取 负 号 . 这 样 ,三 阶 
行列 式 可 以 表示 为 


Pe We NG ) 
一 ( 1) 717273 Qj 2j, Q3j3 
7 727 


U21 CQ22 CQ23 








U31 CQ32 433 

根据 这 个 规律 ,可 以 给 出 阶 行列 式 的 定义 . 

定义 9-2 由 x 个 元 素 a5(i,j 二 1,2,…,n) ,通过 下 式 : 
CI Ul2 °° CQln 


U21 U22 “”” Q2zn 


Qnl Un “**” Qm 
所 确定 的 数值 称 为 n 阶 行列 式 . 这 个 数值 是 n! 项 的 代数 和 ,前 面 取 正 号 的 项 与 前 面 取 负 号 的 项 各 占 一 
半 , 即 型 项 ;每 一 项 是 取 自 刀 阶 行列 式 中 不 同行 .不 同 列 的 个 元 素 的 乘积 4a,…as, , 当 列 标 排列 j1j… 
六 为 偶 排列 时 该 项 取 “ 十 ”号 ,为 奇 排列 时 该 项 取 “ 一 ”号 . 即 
dll QI °°” Qailn 
dz21 Q22 °°" Qa 


2n gp 
es S . 2 
。 | 一 (— 1) V2 QH Q2j, "Qn, 
vp 
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其 中 , 族 ,… 坟 为 一 个 级 排列 ， 林 表示 对 所 有 的 级 排列 求 和 


并 jo 一 襄 


当 n = 1 时 ,规定 |a|=&a. 
例 9-2 ”计算 ” 阶 行列 式 


0 0 am 
的 值 ,其 中 az 天 0G 一 1,2，…7)， 

解 ” 由 定义 92 知 DD 二 了 (一 DNwiDa as,…as, ,DD 中 有 很 多 项 为 0, 只 需 计算 on asp …aw 天 0 
的 项 . 其 第 行 除 a 外 全 为 零 , 故 列 标 j, 只 能 取 n, 对 于 第 n 一 1 行 , 列 标 思 -: 不 能 再 取 ” 故 非 零 项 只 能 
取 j, 1 二 n 一 1, 其 余 依 此 类 推 可 知 js 二 4 一 2,…, 坟 二 1. 所 以 ,只 有 当 nn 级 排列 记 j… 坟 取 自然 排列 12…n 
时 ,aazz…an 天 0, 其 余 的 项 全 为 零 ， 因此 


Ul Ql12 Qln 


p=|" i | 


(一 1)NG2 a aam 一 and22°""Qm. 
0 QO 
称 具 有 上 面 形式 的 行列 式 为 上 三 角 行列 式 . 
同 理 有 下 三 角 行列 式 : 


D= 和 0 et (一 1 NGQ2… 生 


Uli1Qd22°" "dm 一 QI1Q22 "CQmm。 


Unl Un QUm 


0 i 
特别 地 ,有 : : 。 一 CI11Q&22 "Cr ,其 中 dz 天 0 (i = 1,2,.…,n), 


0 0 ee dm 
称 这 种 形式 的 行列 式 为 对 角 行 列 式 . 


二 、 行 列 式 的 性 质 和 计算 
1. 行列 式 的 性 质 “由 行列 式 的 定义 可 以 看 到 ,计算 阶 数 较 高 的 行列 式 时 ,其 计算 量 是 很 大 的 . 为 了 


简化 行列 式 的 计算 ,下 面 我 们 不 加 证 明 地 给 出 行列 式 的 几 个 性 质 . 
将 阶 行列 式 


Unl Un2 le Cm 
的 行 依次 变 为 同 序数 的 列 ,就 得 到 一 个 新 行列 式 : 
Ul Q2 “”” Qnl 
CQ12 Q22 ”Qnr2 


DT = 


Uln Q 2n 人 Qm 


则 称 D” 为 D 的 转 置 行列 式 . 
性 质 9-1 行列 式 转 置 后 , 则 行列 式 的 值 保持 不 变 . 即 D” = 了. 


WE EA 


此 性 质 表明 ,行列 式 中 行 和 列 的 地 位 是 相同 的 . 因此 ,对 于 行 成 立 的 性 质 对 于 列 同样 也 成 立 . 
性 质 9-2 交换 行列 式 的 任意 两 行 ( 列 ) , 则 行列 式 仅 改变 符号 而 绝对 值 不 变 . 即 


dll Ql12 Cln Cl 412 Qln 
Qi Qi2 a Qi Qi2 Qn 
. <F7. 一- 8 

Fs Le 
di Uj Qin Qn di Uin 
Unl Qn2 SR Um Qnl Un2 Se Um 


其 中 记号 “rie>r; ”表示 互 换行 列 式 的 i,j 两 行 . 
推论 9-1 如 果 行 列 式 中 某 两 行 ( 列 ) 相 同 , 则 行列 式 的 值 等 于 零 . 
性 质 9-3 行列 式 的 任意 一 行 ( 列 ) 中 各 个 元 素 的 公 因子 可 以 提 到 行列 式 符号 的 外 面 . 即 


Ra pp *** hkaa|=hkla az *** a 


[aa ds di a * lm 
推论 9-2 如 果 行 列 式 中 有 一 行 ( 列 ) 的 元 素 全 为 零 , 则 行列 式 的 值 等 于 零 . 
推论 9-3 ”如果 行列 式 中 某 两 行 ( 列 ) 的 对 应 元 素 成 比例 , 则 行列 式 的 值 等 于 零 . 
性 质 9-4 如果 行列 式 中 某 一 行 ( 列 ) 的 每 个 元 素 均 可 表示 为 两 个 元 素 之 和 , 则 行列 式 可 以 表示 成 两 
个 行列 式 的 和 . 即 


Qll C12 和 Cln QI Ql2 “°° CQln Ql QI “”” Clr 





大 十 而 dztbs ”大 二 用 | 一 | 而 Aw ww ar 二 | 后 Be “ 











an a aa am oo am| Jan dn am 
性 质 9-5 如果 将 行列 式 某 一 行 ( 列 ) 元 素 的 倍加 到 男 一 行 ( 列 ) 的 对 应 元 素 上 去 , 则 行列 式 的 值 保 
持 不 变 . 即 








Ql CI2 “” dl Ull Ql2 和 Qin 

Ui di i Wn Ca 十 ii Qaw 二 haj '** an 二 ka 
» 7 二 kr; : 4 

Qi 012 “” lan Qj Qj2 0 Qn 

Unl Un2 Ws Um Uni Un2 人 Um 


其 中 记号 “ri 十 kr;” 表 示 将 行列 式 第 j 行 元 素 的 & 倍加 到 第 i 行 的 对 应 元 素 上 去 . 
2. 行列 式 的 按 行 ( 列 ) 展 开 
在 行列 式 的 计算 中 , 较 低 阶 行 列 式 的 计算 显然 要 比较 高 阶 行列 式 的 计算 来 的 简单 . 因此 ,我 们 自然 要 考 
虑 能 否 将 高 阶 行列 式 的 计算 转化 为 低 阶 行列 式 的 计算 ,为 此 ,我 们 需要 引进 余子 式 和 代数 余子 式 的 概念 . 
定义 9-3 7 阶 行列 式 


all “a ae。 Qin 


D 一 Qil ae as eo. ain 
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D 中 划 掉 元 素 a; 所 在 的 第 i 行 和 第 7 列 的 元 素 , 余 下 的 元 素 按 照 原来 的 顺序 构成 一 个 一 1 阶 行列 式 , 称 
为 元 素 (27 的 余子 式 , 记 为 M; ; 称 ( DiM; 为 元 素 di 的 代数 余子 式 9 记 为 Ai 。 即 
A; = (— DHM; 
例如 ，4 阶 行列 式 


0 多 -垂下 
1 0 § 1 
B= 
一 二 种 0 
3 0 一 本 并 
D 中 元 素 az 三 3 的 余子 式 和 代数 余子 式 分 别 为 
0 二. =] 0 =} 
Ms 一 一 1 2 0 ,A23 - (一 2 下 一 了 2 0 
3 外 1 3 0 1 














定理 9-1( 行 列 式 的 按 行 ( 列 ) 展 开 定 理 )n 阶 行列 式 D 的 值 等 于 它 的 任意 一 行 ( 列 ) 各 元 素 与 其 对 应 的 
代数 余子 式 的 乘积 之 和 . 即 
D= anAntazAzt aA (i= 1,2,.%,n) 
或 
D= ayAyTazAs 二 二 TawAy (I = 1,2,"",n) 
推论 9-4 阶 行列 式 DD 的 任意 一 行 ( 列 ) 各 元 素 与 男 外 一 行 ( 列 ) 对 应 元 素 的 代数 余子 式 的 乘积 之 
和 等 于 零 . 即 
Ca 人 aa 十 az 人 Ab 十 … 十 aaAmn 一 0G 和 天) 
或 
ayAis 二 azAz; 十 … 十 awzAn 二 0(j 天 5) 
3. 行列 式 的 计算 ”由 定理 9-1 可 知 ,n 阶 行列 式 的 计算 总 可 以 化 为 较 低 一 阶 行列 式 的 计算 . 因此 , 计 
算 中 可 以 利用 行列 式 的 性 质 ,将 行列 式 的 某 一 行 或 某 一 列 中 的 大 部 分 元 素 化 为 零 , 再 利用 行列 式 的 展开 
定理 求解 ;或 利用 行列 式 的 性 质 将 行列 式 化 简 为 上 (下 ) 三 角 行 列 式 直接 求解 . 








32 1 0 
i i 
例 9-3 计算 4 阶 行列 式 1 的 值 . 
ee 
3 2 0 1 1 0 一 于 党 于 en |1 1 0 一 1 
人 
1 ga te 
0 11 1 1 | 一 一 一 |oo 1 ? 
| 1 生 者 一 4 I 
下 本 二 下 一 和 和 
人 人 
0 WV 1 2 0 0 -2 0 0 人 页 
1 相 人 胡 
~ i 党 得 必 
例 94 讨论 当 上 为 何 值 果 ,行列 式 卫 一 | 0 _。 |=0. 
002 k 
解 
1 了 必 ti 1. 6 0 
D= | ,二 (一 Dn| 9 “。”，。“。|( 接 第 一 列 展开 ) 
002 k 0 0 2 & 
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& 一 1 1 0 
一 1X( 一 DrH| 0 有 一 2|( 按 第 一 列 展开 ) 

0 2 & 

k 一 2 
一 (RE 一 1)( 一 1 =w-Dw+o=。 





所 以 , 当 &==1 时 ,行列 式 D==0. 
a& bb bb “ww bb 
b a bb … 5 
例 9-5 计算 nn 阶 行列 式 D= 二 上 156 5 a … 2| 的 值 . 
b D b … a 
解 ”观察 到 行列 式 的 每 一 行 ( 列 ) 均 含有 一 个 w 和 nn 一 1 个 5, 若 将 行列 式 除 第 一 列 外 的 各 列 都 加 到 第 
一 列 上 去 ,可 使 第 一 列 的 元 素 全 化 为 a 十 (n 一 1)5, 进 而 可 将 行列 式 化 为 上 三 角 行列 式 . 即 
4 十 (2 一 1])2 bb 0 .: 5b 1 5 bb 和 
4 十 (2 一 1) a D … 8 1 ww 办 ww 0 
D= |a+n—Db 6b a … bl=[a+n—Doll 6b a … 8 


a 二 (nn—l)b D b … a 1 6b 6b : a 
将 第 一 行 的 (一 1) 倍 分 别 加 到 第 2535° ,Nn 行 上 去 有 
1 b b “ b 
0 a—b b “ b 
D= [a (nm—1)5]|0 0 ab … b |=[e 十 (2 一 1)0(a 一 六 于: 
0 0 0 "+ a—b 
三 、 克 莱 默 (G. Cramer) 法 则 
定理 9-2( 克 莱 默 法 则 ) ” 设 有 7 个 未 知 量 及 n 个 方程 式 组 成 的 线性 方程 组 

ailZl 十 alzzs 十 … 十 anZn 一 入 
Q21Z1 十 azzZzs 十 … 十 aznZn 二 bs 


(9-3) 


oi bars n= 


记 线 性 方程 组 (9-3) 的 系数 行列 式 为 


Ul dl2 "* Qln 


Ud21 GQ22 “°° Q2n 


D= 3 
Unl Un2 Um 
如 果 D 天 0, 则 线性 方程 组 (9-3) 有 且 仅 有 唯一 组 解 : 
2 Di < 也 ， D, 
DD’ 有 Si ey Ty) 


其 中 Di 是 一 个 n 阶 行列 式 , 它 是 由 系数 行列 式 D 中 去 掉 第 7 列 而 换 上 由 方程 组 常数 项 51 ,5b。,…,b, 组 成 
的 列 而 成 的 行列 式 . 即 


QI 
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2x1 十 3zz 十 5zs 2, 
例 9-6 解 线性 方程 组 | 十 2zs 一 5， 












































3Zzz 十 5xs 一 4. 
解 由 于 
2 3 5 1 2 0 2 0 1 游 耐 
D=|1 2 0|= 一 |2 3 5|= 一 |0 一 1 5|= 一 |0 一 1] 5|=20 尖 0， 
0 3 5 0 3 5 3 5 0 0 20 
则 方程 组 有 唯一 解 . 
2 3 5 2 分 总 -这 
同 理 计 算 有 Di, = 15 2 0|= 一 20,D,= 二 |1 5 0|=60,D,=|1 2 5|= 一 20 
4 3 5 0 4 5 0 3 4 
由 克 莱 默 法 则 有 
z = 呈 一 1， mm 一 各 = 了 my 1 


一 般 来 说 ,用 克 莱 默 法 则 求解 线性 方程 组 时 ,计算 量 是 比较 大 的 ,实际 应 用 性 不 强 . 但 不 管 怎样 , 克 莱 
默 法 则 给 出 了 在 一 定 条 件 下 线性 方程 组 解 的 存在 性 和 唯一 性 ,并 且 给 出 了 具体 的 求解 公式 . 这 个 公式 简 
单 明 了 ,便于 记忆 ,在 理论 和 实践 中 具有 重要 的 意义 . 


【思考 与 讨论 】 

1. 任何 阶 数 的 行列 式 都 可 以 用 对 角 线 法 则 计算 吗 ? 

2. 若 行列 式 的 主 对 角 线 上 的 元 素 全 为 零 , 则 行列 式 一 定 等 于 零 吗 ? 

3. 已 知 五 阶 行列 式 D 中 的 第 三 行 的 元 素 自 左 向 右 依次 为 1,2,3,4,5, 它 们 的 余子 式 分 别 为 5,4,3,2， 
1, 则 五 阶 行列 式 的 值 是 多 少 ? 


第 二 节 知 阵 


一 、 撼 阵 的 概念 


例 9-7 四 个 工厂 均 能 生产 甲乙 、 丙 三 种 产品 ,其 单位 成 本 见 表 9-1. 
表 9-1 














这 个 排 成 3 行 4 列 的 矩形 成 本 数 表 


3 2 4 
5 4 5 
6 8 5 





具体 描述 了 4 个 工厂 生产 的 3 个 产品 的 成 本 情况 . 


例如 ,于 厂 生产 的 甲乙 、 丙 3 个 产品 的 成 本 可 表示 为 数 表 : ;4 个 工厂 生产 甲 种 产品 的 成 本 可 表 





5 
5 
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示 为 数 表 (3 2 4 4). 
在 研究 许多 实际 问题 时 ,常常 要 把 这 样 一 个 和 矩形 的 数 表 作为 一 个 整体 量 来 考虑 ,故而 引进 矩阵 的 


定义 9-4 将 mxn 个 数 a; (i 二 1,2,…,m;j 二 1,2,…,n) 组 成 一 个 m 行 n 列 的 数 表 
Ql QI ”Qin dl QI2 ”Qin 
a a a a a a 
21 22 . 或 21 22 2 
dml dm? ”Um dml Um “*” drm 


称 为 一 个 m 行 n 列 的 矩阵 ,简称 72 义 7 矩阵. 其 中 ay (i 二 1,2,…,m;j 二 1,2,…,n) 称 为 矩阵 的 第 1 行 第 7 
列 元 素 . 

和 矩阵 通常 用 大 写 的 英文 字母 A,B,C 等 来 表示 ,有 时 为 了 指明 抢 阵 的 行 数 和 列 数 ,也 可 表示 为 4x" 或 
A=(ay nxnti=1,2,0 ,m3j =1,2, sn). 

如 果 和 矩阵 4 一 (ay )wx* 的 行 数 与 列 数 相等 时 , 即 m 二 nn, 和 矩阵 A 称 为 n 阶 方 阵 或 n 阶 矩 阵 , 记 作 4, 或 
A. 即 有 


dl1 ai2 Cln 

U21 U22 Q2n 
六 二 流 ; 三 . 

Qnl Qn2 Um 


其 中 aa ,azz，…,am 称 为 A 的 主 对 角 线 元 素 . 
方 阵 在 矩阵 理论 中 占有 重要 的 地 位 . 
显然 ,一 阶 和 矩阵 就 是 一 个 数 . 
元 素 全 为 零 的 矩阵 称 为 零 矩阵 , 记 作 O 或 Omx. 
如 果 和 矩阵 A 二 《qi ) mxn 只 有 一 行 , 即 m 二 1, 此 时 A 二 (a as … an), 称 为 行 矩阵 或 行 向 量 ; 


all 
同 理 ,如 果 矩 阵 4 一 (ay )wx 只 有 一 列 , 即 二 1, 此 时 4 一 | ”| , 称 为 列 矩阵 或 列 向 量 . 
GQml 
几 种 特殊 的 矩阵 ; 
(1) 对 角 和 矩阵 
形 如 
all 0 0 


0 0 an 
的 ?2” 阶 矩阵 , 称 为 慰 阶 对 角 和 抑 阵 , 简 记 为 diag(Can ,azz ，*… sam). 
特别 地 , 当 Qi 人 = = 时 ,此 对 角 和 矩阵 称 为 n 阶 单位 和 矩阵, 记 为 E, 或 EE. 即 
1 0 … 0 


st se sled 





(2) 上 三 角 矩 阵 与 下 三 角 和 矩阵 


形 如 
Q11 adi2 Q1 
0 U22 Q2 
0 0 “dm 
的 矩阵 , 即 主 对 角 线 左下 方 元 素 全 为 零 的 ” 阶 和 矩阵 称 为 上 三 角 和 矩阵 . 
同 理 , 形 如 
all 0 0 
U21 422 0 
Qnl Un2 a Um 


的 矩阵 , 即 主 对 角 线 右上 方 元 素 全 为 零 的 n 阶 矩 阵 称 为 下 三 角 和 矩阵 . 

(3) 对 称 矩 阵 与 反对 称 和 矩阵 

如 果 n 阶 和 矩阵 A 二 (a; ) 的 元 素 满足 45 二 aj (i,j 二 1,2,…,n), 则 称 A 为 n 阶 对 称 和 矩阵 . 
4 2 5 
2 一 3 0 
5 0 5 

如 果 半 阶 和 矩阵 4 王 (az ) 的 元 素 满足 a5 三 一 orGJ 一 1,2，…2), 则 称 4 为 ” 阶 反 对 称 矩 阵 . 据 此 , 反 
对 称 和 矩阵 的 主 对 角 线 上 的 元 素 az 也 应 满足 az 一 一 az , 故 ai 一 0G 一 1,2,……,72) . 


例如 ， 为 三 阶 对 称 矩 阵 . 














0 一 1 一 3 
例如 , |1 0 2 | 为 三 阶 反对 称 和 矩阵 . 
3 一 2 0 
二 、 短 阵 的 运算 


和 矩阵 的 意义 不 仅 在 于 将 一 些 数据 排 成 矩形 数 表 ,而 且 在 于 对 它 定义 了 一 些 有 理论 和 实际 意义 的 基本 
运算 ,从 而 使 它 成 为 进行 理论 研究 或 解决 实际 问题 的 有 力 数学 工具 . 

定义 9-5 设 有 和 矩阵 A 二 (a5 )mnxn，B 二 (bs );sx; ,如 果 满 足 m 二 5s,n 二 7r, 并 且 45 二 bi; (i 二 1,2,*…,m;j 二 
1,2,…,7), 则 称 和 矩阵 4 与 B 相等 , 记 作 A=B. 

1. 和 矩阵 的 加 法 与 减法 

定义 9-6 设 有 和 矩阵 A 二 (a; )mxn，,B 二 (bi )wxn， 将 对 应 位 置 元 素 相 加 得 到 的 行 n 列 和 矩阵 称 为 矩阵 
A 与 B 的 和 , 记 作 A 十 B. 即 

A++B= (gs) (bs ) nxa = (as + bs )rmxn 
将 矩阵 A 二 (ai )wx» 中 各 元 素 变 号 得 到 的 矩阵 , 称 为 4 的 负 和 矩阵 , 记 作 一 A. 即 
一 和 A= (一 Us wm 

由 此 可 以 定义 矩阵 的 减法 . 即 

如 果 和 矩阵 4 王 (ay ) wx ,B= 二 (5b; )。xw， 则 

A—B=A+(—B) = (a)watT(—)wa = (ay— bw 

由 此 可 见 ,两 矩阵 相 加 减 , 就 是 将 它们 的 对 应 元 素 相 加 减 . 值得 注意 的 是 ,两 个 矩阵 只 有 当 它 们 的 行 数 和 
列 数 对 应 相等 时 ,才能 进行 加 减法 运算 . 

矩阵 的 加 法 满足 以 下 运算 规则 : 

(1) 交换 律 ”4 十 了 3 一 也 十 4A; 

(2) 结合 律 (4 十 B) 十 C 一 4 十 (了 十 C) ; 

(3) A+O=0+A=A; 
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(4) 4 十 (一 4) 一 (一 人) 十 4 三 O. 


mo ae 人 人 和 sara 


i 
入 4+B (3 0 1 (a a | 上 
2. 数 与 矩阵 的 乘法 
定义 9-7 设 有 和 矩阵 A 二 (as )wx,R 是 一 个 数 ,将 数 & 乘 以 矩阵 4 的 每 一 个 元 素 , 得 到 的 mm 行 n 列 矩 
阵 称 为 数 与 矩阵 4 的 积 , 记 作 友 . 即 | 

















Aall pliz … 名 np 
大 二 ha a i 
kami ka m2 ee。 ka rm 
和 矩阵 的 数 乘 运算 满足 下 列 运算 法 则 : 
(1) CA 十 B) 一双 十 如 ; 
(2) (十 )A 一 多 十 由; 
(3) (k1)A = &k(M) = 1(1A); 
(4) 1。A4 一 4; 
(5) 0. A=0. 
其 中 ,A,B,O 都 是 m Xn 和 矩 阵 ,k,l 是 常数 . 
ee 5 3 一 2 4 
例 9-9 已 知 矩 阵 4=|1 5 7 9|,B==|3 1 7 5| ,日 A 十 2X==B, 求 XX. 
1 和 刘表 3 2 一 1 6 
解 5 = 1 =i 
ja- - 守 | 1 7 jt -i | 
3 2 一 1 6 1 风 和 
2 4 一 4 4 1 2 一 2 2 
= 去 |2 一 直属 4 二 和 省 
2 0 一 4 2 1 0 —2 1 
3. 和 矩阵 的 乘法 


定义 9-8 设 有 和 矩阵 A= (a; )nxs ,B= (bs; ) xn， 由 元 素 
cj = aaby 十 aigo 十 … 十 aspy = = Deasbyi = 1,2,°,m;j = 1,2,°"°,n) 


构成 的 m 行 n 列 和 矩阵 C=(cz )wxn 称 为 矩阵 4 SB 的 乘积 , 记 作 C=AB 

对 于 矩阵 的 乘法 需 注 意 以 下 三 点 : 

(1) 只 有 左 矩 阵 4 的 列 数 与 右 和 矩阵 B 的 行 数 相等 时 ,乘积 4B 才 有 意义 ; 

(2) 乘积 C= (ci; )wx* 的 第 ; 行 第 7 列 的 元 素 cy (i 二 1,2,…,m;j 二 1,2,…,n) 等 于 矩阵 4 的 第 i 行 的 
每 一 个 元 素 与 矩阵 B 的 第 7 列 的 对 应 元 素 的 乘积 之 和 . 为 便于 记忆 ,AB==C 可 以 直观 地 表示 为 : 


x 
bi; 
b2; 
A . ~ /Se 
AJ Ut WM we ss Ms x 兴 = | 关 Cy x 1 
bs SXn 


人 和沙 
(3) 乘积 矩阵 C 一 AB 的 行 数 等 于 矩阵 4 的 行 数 , 列 数 等 于 矩阵 且 的 列 数 




















2 3 
1 2 一 各 
例 9-10 已 知 惩 阵 4=|1 一 2|,B=(。_ i ，), 求 4B 和 BA. 
3 
解 
人 3 
二 二 
4B 一 一 ?| ) 
多 = 光 
SS 
2X1l1 二 3X2 2 多 (2 十 3 文人 (一 ZX 一 人 十 3X0 
三 X12DX2 开 攻 人 2 十 人 公关 和 有 l1X(—3+ (D0 
3XitlKE, SKECDEIXEY 3X1 
et 
= =3 0 = 
5 7 9 
同 理 


例 9-11 已 知 矩阵 4 一 (“，。 人 “) , 求 4B 和 BA. 
解 48 一 (_， We “2)-( 加 


一 2 4\/2 4 一 16 一 32 
B=() lls be 8 | 

由 上 述 例题 可 以 看 出 ,矩阵 乘法 一 般 不 满足 交换 律 . 尤其 注意 的 是 ,尽管 A、B 均 为 非 零 矩阵 ,但 乘积 
AB 可 以 为 零 矩 阵 , 这 与 数 的 乘法 是 截然 不 同 的 . 

和 矩阵 乘法 满足 下 列 运算 法 则 : 

(1) 结合 律 ” (4B)C=A(BO); 

(2) 分 配 律 A(B 十 C0) 二 AB 十 AC, (B 十 C)A 二 BA 十 CA; 

(3) &(AB) = (kA)B = A(kB). 


和 
例 9-12 对 矩阵 4 一 人， ge 


1 Ol gg MN 1 2 
ma- is ol s 
0 1/\4 5 6/ \4 5 6 


) ,分 别 用 单位 矩阵 E, 左 乘 4, 用 单位 矩阵 EE, 右 乘 A, 则 有 





i 
AE, =—(, 5 中 oj= 5 
站 0 1i 
表明 单位 矩阵 在 矩阵 乘法 运算 中 的 作用 相当 于 数 1 在 数 的 乘法 运算 中 的 作用 . 


4. 矩阵 的 转 置 


定义 9-9 将 矩阵 4 三 (ai )wx» 的 行 与 列 依次 互 换 , 得 到 的 n 行 m 列 和 矩阵 , 称 为 矩阵 4 的 转 置 矩阵 , 简 
称 为 4 的 转 置 , 记 作 A. 即 如 果 
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QII QI2 “*” dn 
Q21 4d22 Q2n 

A= 
Uml dm2 Qnm 

则 
U1ll U21 Qml 
二 CQ12 Ud22 Qm2 
al Qo2n drm 
0 1 





2 2 / , 求 (4B)T 及 BTA'. 
类 


Ne ) ,所 以 C48)" == ( 了 








0 
_102 1 A TpTAT 
而 Br4rz=( (_。 。) ,于 是 有 (CAB)7 一 BrAT 
和 矩阵 的 转 置 运算 具有 下 列 性 质 : 


性 质 1 (47) 一 4. 
性 质 2 (4 十 B)'==A' 十 B'. 
性 质 3 (&)T 二 及 人 ,(k 为 常数 ). 
性 质 4 (4B)'==B'A'. 
性 质 1 一 3 由 定义 可 以 直接 验证 ,下 面 给 出 性 质 4 的 证 明 . 
证 明 设 A=(a;)w%xs,B 二 (bj)sxn,(4B)' 二 (cj;),BTAT 二 (dj), 则 4B 为 mXn 和 矩阵 , 故 (4B)T 为 nX 
另 一 方面 ,B: 为 2Xs 和 矩阵 ,4: 为 sXm 和 矩阵 , 故 B'A' 为 2X 关 矩阵 . 这 表明 (4B) 与 了 :47 对 应 的 
行 数 与 列 数 相等 . 
再 证 明 它 们 对 应 的 元 素 也 相等 . 
c 一 (4B) 的 第 i 行 第 j 列 元素 
二 AB 的 第 7 行 第 i 列 元 素 
二 4 的 第 j 行 各 元 素 与 B 第 i 列 对 应 元 素 的 乘积 之 和 
一 Qj101 十 ajz bz: i 十 ajbs 
ds 二 B"A" 的 第 ; 行 第 7 列 元 素 
一 了 7 的 第 ; 行 各 元 素 与 47 第 7 列 对 应 元 素 的 乘积 之 和 
B 的 第 i 列 各 元 素 与 4 第 7 行 对 应 元 素 的 乘积 之 和 
3 bia 十 bzia jz 加 二 byaj Cy 
即 (4B) 与 B"7A" 对 应 的 元 素 都 相等 ,因此 有 (4B) 一 了 BA. 
显然 ,性 质 2 和 性 质 4 可 以 推广 到 多 个 和 矩阵 的 情形 , 即 
(4 十 4 十 … 十 4 并 一 4 十 4 十 … 十 473; 
(4142 4 )I 一 Ap43A4T 
由 对 称 和 矩阵 与 反对 称 和 矩阵 的 定义 ,不 难得 到 如 下 的 性 质 : 
n 阶 方 阵 A 是 对 称 和 矩阵 的 充分 必要 条 件 是 AI 一 4; 
n 阶 方 阵 4 是 反对 称 和 矩阵 的 充分 必要 条 件 是 4 一 一 4. 


| 
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例 9-14 设 符 阵 4 是” 阶 对 称 和 矩阵 , 吾 是 2” 阶 反对 称 和 矩阵, 即 AT 二 A,BT 二 一 B, 试 证 :(1) B? 是 对 称 
矩阵; (2)AB 十 BA 是 反对 称 和 矩阵 . 

证 明 (1) 因为 BT 一 一 下 ,上 且 (B2)T 一 (BB)T 一 BTBT 一 (一 B)( 一 了) 一 B2 ,所 以 ,B2 是 对 称 和 矩阵 . 

(2) 因为 4T 一 4,BT 一 一 B, 且 (4B 十 B4A)T 一 (4B)T 十 (BA)T 一 BT4AT 十 4T7BT 一 一 B4 十 4A( 一 B) 一 
一 (4B 十 B4) ,所 以 ,AB 十 BA 是 反对 称 矩 阵 . 

5. 方 阵 的 时 

定义 9-10 已 知 n 阶 方 阵 A, 将 & 个 n 阶 方 阵 A 连 乘 , 所 得 到 的 积 仍 是 n 阶 方 阵 , 称 为 n 阶 方 阵 A 的 
次 短 , 记 作 A* 二 44…A. 

Ss 

规定 :4" 一 五 . 

方 阵 震 的 运算 满足 下 列 运 算法 则 ， 

(1) 44A: 一 4 和:; 

(2) (44) 一 4 . 
其 中 ,A 是 方 阵 ,k,l 是 正 整数 . 

由 于 和 矩阵 乘法 一 般 不 满足 交换 律 ,所 以 (4B)* 一 般 不 等 于 A*B*(k 二 1). 


三 、 纸 阵 的 遂 
1. 方 阵 的 行列 式 
定义 9-11 对 于 ?7 阶 矩阵 
QI  Q12 Ul 
六 Es 21 ph Q2 
Unl Un2 i Um 


将 构成 nn 阶 方 阵 4 的 个 元 素 按照 原来 的 顺序 做 一 个 n 阶 行列 式 ,这 个 n 阶 行列 式 称 为 n 阶 方 阵 A 的 
行列 式 , 记 作 


QI dl2 din QH Cl “°° Qln 
Q2 Q2 Q2 U21 422 CQ2 
14| . 2 7 ,或 detA Er n 
Unl Un2 2 时 dm Unl Un2 Re Cm 
方 阵 的 行列 式 具 有 下 列 性 质 : 


性 质 1 如 果 4 为 2 阶 方 阵 , 则 |4I| 王 |4|. 

性 质 2 ”如果 4 为 2” 阶 方 阵 , 为 常数 , 则 | 码 | 一刀 |4|. 
性 质 3 ”如果 4,、B 为 同 阶 方 阵 , 则 |4B| 王 |4| | 如 |. 

例 9-15 已 知 4 为 3 阶 方 阵 , 且 |4| 王 3, 求 下 列 行列 式 的 值 : 
(1) |447|;(2)|—Al|. 

解 (1) |447|=4|147|=4|4|==4X3=192; 

(2) |—A|=(—1)|4A|=(—1);X3=—3. 


2. 可 逆 和 矩阵 ”我们 知道 , 数 的 乘法 有 逆 运 算 . 设 a,b 是 两 个 数 , 且 5 取 0, 则 ei ,这 里 0 一 


并 称 为 的 道 元 ,显然 有 1 一 所 20 一 1. 有 了 这 个 逆 元 的 概念 ,我 们 就 可 以 将 数 的 除法 运算 归结 为 乘法 


运算 . 基于 这 个 想法 ,为 了 能 使 矩阵 的 所 谓 除法 运算 归结 为 乘法 运算 ,我们 引信 逆 矩阵 的 概念 . 
定义 9-12 设 4 是 一 个 ” 阶 和 矩阵 , 若 存在 一 个 二 阶 矩 阵 召 ,使 得 
4B 一 BA4 一 五 
则 称 和 矩阵 4 为 可 逆 和 矩阵, 简称 4 可 闭 ; 并 称 吾 为 4 的 闭 和 矩阵 , 记 作 4 一刀 
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由 定义 9-12 可 知 : 

(1) 可 道 和 矩阵 是 对 方 阵 而 言 的 , 若 4 不 是 方 阵 , 则 一 定 不 可 逆 ; 
(2) 若 矩 阵 4 可 闭 , 则 4 的 逆 矩 阵 是 唯一 的 ; 

事实 上 , 若 方 阵 卫 与 C 都 是 A 的 逆 矩 阵 , 即 有 


AB=BA=E, AC—=CU=E 
则 
B= BE = BAC) = (BA)C= EC=C 

表明 4 的 逆 矩 阵 是 唯一 的 . 

(3) 若 方 阵 4 可 道 , 则 存在 A ,使 得 

AA'=A'A=E 

(4) 在 等 式 AB 二 BA 一 E 中 ,矩阵 4 与 B 的 地 位 是 相同 的 . 因此 , 若 矩 阵 4 可 北 , 则 和 矩阵 B 也 是 可 
逆 的 . 

下 面 需要 解决 的 问题 是 :” 阶 矩阵 4 在 什么 条 件 下 可 逆 ? 如 果 4 可 逆 , 又 如 何 求 它 的 逆 ? 为 此 我 们 
引进 转 置 伴随 矩阵 的 概念 

定义 9-13 如果? 阶 和 矩阵 4 的 行列 式 |4| 天 0, 则 称 矩 阵 4 是 非 奇异 矩阵 (或 非 退 化 矩阵 ). 否则 称 矩 
阵 4 为 奇异 矩阵 (或 退化 矩阵 )，, 

定义 9-14 设 及 n 阶 方 阵 A 王 (ai),xn，, 将 行列 式 |A| 中 元 素 ax 的 代数 余子 式 4# 放 在 第 ; 行 第 7 列 
位 置 上 (i,j 二 1,2,…,n) ,组 成 阶 方 阵 后 再 转 置 ,所 得 到 的 这 个 和 矩 阵 称 为 n 阶 方 阵 A 的 转 置 伴随 矩阵 ， 
简称 为 伴随 矩阵 , 记 作 


A A Ee Ai。 A Az A An 
pen 4a A 2 A Es A A 人 A 
An A 和 An A An 人 A。 
利用 行列 式 的 展开 定理 ,可 得 
al ad … an| (An A … A, 14| O "0 
pw ee ey 2 ey A A 四 ee i ri y IAIE 
Qnl Qn2 Um A An 2 Am O O 14| 
类 似 地 ,有 A* 4 二 |4|E. 即 任 一 方 阵 4 与 其 伴随 矩阵 4* 有 以 下 关系 : 
A4*=A*A= |AIE (9-4) 
由 此 我 们 得 到 下 述 定理 . 
定理 9-3 ?7 阶 方 阵 A 可 道 的 充分 必要 条 件 是 |4 | 到 0. 即 4 为 非 奇 异 矩 阵 , 并 且 当 A 可 道 时 ,A-! = 


en 
便民 
证 明 ”必要 性 : 设 方 阵 4 可 道 , 则 存在 A '! ,使 得 44 一 一 瓦 ,于 是 
144 = 14114231= |E|=1 
因此 ,|4| 夭 0, 即 4 为 非 奇异 矩阵 . 
充分 性 : 设 4 为 非 奇异 矩阵 , 则 |4| 尖 0, 由 式 (9-4) 可 有 
,eg 
A(TATA )= (Ts )4=E 
于 是 由 定义 9-12 知 和 4 可 北 , 并 且 A 二 TATA. 
推论 9-5 设 A,B 均 为 n 阶 和 矩阵 ,并 且 4B 一 已 ( 或 B4 一 已) , 则 4 了 B 都 可 道 ,是 有 A '==B,B '!=A. 
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事实 上 ,由 AB==E, 有 |4B| 二 |4|1B|= 二 |E|==1 关 0, 故 有 |A4| 关 0, 1B| 关 0, 由 定理 9-3 知 4,B 都 
可 道 . 

在 AB==E 两 边 左 乘 A“!, 有 A '(4B) 一 A 1'E, 得 到 B= 二 A !; 

在 AB==E 两 边 右 乘 B- ,有 (4B)B- 一 BEB-1 ,得 到 A 二 B-. 

此 推论 表明 ,判断 矩阵 吾 是 否 为 4 的 逆 和 矩阵 ,不 必用 定义 9-12 同时 验证 A4B==E 与 B4 一 五 两 个 式 子 
是 否 成 立 , 只 需 验 证 其 中 一 个 式 子 是 否 成 立即 可 . 

定理 9-3 不 仅 解决 了 如 何 判断 一 个 方 阵 是 否 可 逆 的 问题 ,同时 还 提供 了 一 种 求 逆 抢 阵 的 方法 ,我 们 
称 之 为 伴随 矩阵 法 . 


例 9-16 判断 短 阵 4 一 (。 。 ) 是 否 可 逆 , 若 可 道 , 求 其 逆 答 阵 


A 证 -aaa 人 (0 ae-( 


全 


co|ea wl 


1 0 1 


例 9-17 已 知 和 矩阵 A= 1 ,判断 A 是 否 可 道 , 若 可 道 , 求 其 道 和 矩阵 . 




















一 3 -本 一 
1 0 4 
解 因为 |4|= 1 0 |==2 关 0, 故 A 可 道 . 
一 入 -二 
由 于 行列 式 |4| 中 的 9 个 代数 余子 式 分 别 为 
4， 光 2 0 1 
Al | -se 一 | | 
As . a , |= 2,As | : |= 
多 二 = 沿 = “一 人 3 2 
O 1 1 业者 
二 | 中 = LA —— | = dm 中 = 
所 以 ， 
A A Aa 一 5 名 =] 
A*= |A1s A A -i 一 2 :| 
A Az A 7 ==2 1 
从 而 ， 
一 5 2 一 1 和 = 
ht |e 二 :|- » 
二 分、 者 es \ 
2 2 
可 逆 和 矩阵 具有 下 列 性 质 : 


性 质 1 如 果 4 为 可 逆 和 矩阵 , 则 4 的 道 矩 阵 4 也 可 逆 , 且 (4 ) 一 4， 
这 是 因为 可 逆 和 矩阵 4 与 其 逆 和 矩阵 4- 互 为 逆 和 矩阵 ,此 性 质 显 然 成 立 . 
性 质 2 如果 4, 也 均 为 同 阶 可 逆 矩 阵 , 则 4B 也 可 逆 , 且 (4B) 一 B A. 
证 明 因为 4,B 均 为 同 阶 可 逆 和 矩阵, 所 以 存在 4 ,B ,使 得 

AA ' 二 E,BB !' 二 E, 于 是 
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(4B)(B-14-1) 一 A(BB-1)4- 一 AFEA-1 一 AA-1 一 
由 定理 9-3 的 推论 知 ,AB 可逆, 是 (4B) !'!= 一 B 14 


性 质 2 可 以 推广 到 多 个 可 逆 矩 阵 相 乘 的 情形 . 即 如 果 41 ,A;,… ,A, 为 同 阶 可 北 矩 阵 , 则 A1A… 


可 逆 , 并 且 
(AAA 一 AT 
性 质 3 如果 4 为 可 道 矩 阵 , 则 其 转 置 和 矩阵 AI 也 可 道 , 且 (47I) 1! 二 (4 1)T; 
证 明 因为 4 为 可 逆 和 矩阵 ,所 以 存在 4- ,使 得 A 'A= 二 E, 于 是 
AT(A-)T = (AA)T= Er=E 
由 定理 9-3 的 推论 知 ,AT 可 道 , 且 (A4') 1 二 (A ! )T 
性 质 4 ”如果 A 和 为 可 逆 和 拖 阵 , 数 & 夭 0, 则 数 乘 矩 阵 KA 也 可 逆 , 且 
(他 ) 一 二 4 
此 性 质 的 证 明 方 法 与 前 两 个 性 质 的 证 明 类 似 , 将 其 留 给 读者 . 
性 质 5 如 果 4 为 可 首 矩 阵 , 则 14 | 一 由 
证 明 ”因为 4 为 可 逆 和 矩阵 ,所 以 有 |A| 关 0, 目 存在 A ,使 得 44 一 王 ， 
于 是 
| 44 二 | 二 |A1 41= |E|= 1 


所 以 ， 14-1 一 TAT， 


“4, 也 


例 9-18 设 n 阶 方 阵 A,B 满足 方程 4? 十 4B 十 B= 一 0, 日 B 是 可 逆 和 矩阵 ,证 明 A,A 十 B 均 为 可 道 


和 矩阵 . 
证 明 ”将 方程 4: 十 4B 十 B2 王 O 恒 等 变 形 为 4(4 十 了 ) 王 一刀 2 ， 
于 是 |4(4 十 B)| 王 |4| 14 十 允 | 三 | 一 B2: | 一 (一 1)"| 82 | 一 (一 1)"| 盏 | 2. 
由 于 B 可 逆 , 则 |B| 冯 0, 故 有 |4||4 十 B| 关 0, 由 此 得 |4| 关 0, |4 十 B| 关 0. 
由 定理 9-3 知 4,4 十 下 均 为 可 逆 和 矩阵 . 
【思考 与 讨论 】 
1. 两 个 矩阵 相 乘 的 结果 与 两 个 行列 式 相 乘 的 结果 ,含义 是 否 一 样 ? 
2. 如 果 和 矩阵 乘积 AB 与 BA 都 有 意义 ,那么 4B 与 BA 的 结果 是 否 相同 ? 
3. 和 矩阵 乘法 能 否 满足 消去 律 , 即 当 AC 二 BC, 有 目 C 了 关 0, 是 否 一 定 有 A 二 B 成 立 ? 
4. 对 于 nn 阶 方 阵 A、B, 等 式 |4B| 王 | B4| 是 否 成 立 ? 
5. 如 果 A、B、A 十 B 均 为 n 阶 可 道 矩 阵 , 等 式 (4 十 B) ! 二 4 ! 十 B71! 是 否 成 立 ? 


第 三 节 ” 算 阵 的 初等 变换 


和 矩阵 的 初等 变换 是 研究 矩阵 的 一 种 重要 手段 ,对 于 讨论 矩阵 的 性 质 , 求 矩阵 的 逆 和 矩阵 和 解 线性 方程 


组 是 不 可 缺少 的 重要 工具 . 
一 、 撼 阵 的 初等 变换 与 矩 阵 的 秩 


1. 矩阵 的 初等 变换 与 初等 矩阵 

定义 9-15 ” 设 矩 阵 4 一 (az )wx*，* 则 以 下 三 种 变换 称 为 矩阵 4 的 初等 行 ( 列 ) 变 换 : 
(1) 交 换 矩 阵 4 的 某 两 行 ( 列 ); 

(2) 用 一 个 非 零 的 数 乘 以 矩阵 4 的 某 一 行 ( 列 ); 

(3) 将 矩阵 4 的 某 一 行 ( 列 ) 各 元 素 的 & 倍 加 到 另 一 行 ( 列 ) 对 应 元 素 上 去 . 


。 第 九 章 线性 代数 初步 





和 矩阵 的 初等 行 变 换 和 初等 列 变换 统称 为 矩阵 的 初等 变换 . 

一 个 矩阵 4 经 过 初等 变换 后 化 为 男 一 个 矩阵 B ,通常 用 记号 “4 一 B” 表 示 . 

对 一 个 矩阵 A 施行 初等 行 变换 ,为 表达 清晰 可 见 ,我们 约定 记号 “ri<>r; ”表示 互 换 A 的 第 i 行 和 第 7 
行 ;记号 “r;Xk” 表 示 用 数 & 去 乘 A 的 第 i 行 ;记号 “r; 十 kr;” 表 示 将 4 的 第 j 行 的 & 倍加 到 第 i 行 上 去 . 同 
理 记 号 “cie>ci 人 十 Rci ”分 别 表 示 对 应 的 三 种 初等 列 变换 . 

定义 9-16 ”对 单位 矩阵 王 施 行 一 次 初等 变换 后 所 得 到 的 矩阵 称 为 初等 矩阵 . 

三 种 初等 变换 对 应 着 三 种 初等 矩阵 : 

(1) 互 换 EE 的 第 i,j 两 行列 ) 所 得 到 的 矩阵 , 记 作 


1 


0 1 i 行 
上 
了 (7) = 
1 
+ " j 行 
. 
. 1 
i 列 7 列 


(2) 用 非 零 数 & 乘 以 五 的 第 i 行 ( 列 ) 所 得 到 的 矩阵 , 记 作 
1 


E(i(k)) = k i 行 


i 列 
(3) 将 EE 的 第 j 行 (i 列 ) 的 & 倍 加 到 第 i 行 ( 列 ) 上 去 所 得 到 的 矩阵 , 记 作 
1 


j k i 条 
ECi,7(k)Y = : 
, j 行 
1 
i 列 7 列 
容易 验证 ,初等 矩阵 具有 以 下 性 质 . 


性 质 1 初等 矩阵 的 转 置 仍 为 初等 矩阵 . 
性 质 2 ”初等 矩阵 均 为 可 逆 矩 阵 ,并且 其 逆 抢 阵 仍 为 同类 型 的 初等 矩阵 . 
其 中 ， 


[LEG] = EG,)) ,CEG = E(i( 二 ) ) ,LECGi,j CE) = ECi,;(—k)) 


矩阵 的 初等 变换 和 初等 矩阵 有 着 非常 密切 的 关系 . 
定理 9-4 设 A=(a;) 是 mXn 算 阵 , 则 
(1) 对 4 施行 一 次 初等 行 变换 ,相当 于 在 4 的 左边 乘 以 相应 的 m 阶 初等 矩阵 ; 
(2) 对 4 施行 一 次 初等 列 变换 ,相当 于 在 4 的 右边 乘 以 相应 的 ” 阶 初等 矩阵 . 


例如 ,矩阵 4 一 ( ， 。 “js(。 。 让 )==B, 则 等 价 于 在 4 的 左边 乘 以 相应 的 初等 矩阵 , 妈 
ls i 
ee 
2. 和 矩阵 的 秩 


矩阵 的 秩 是 矩阵 理论 中 一 个 非常 重要 的 概念 , 它 是 矩阵 的 重要 特征 之 一 . 

定义 9-17 设 A=(a;) 是 mXn 和 矩阵 ,从 A 中 任 取 k 行列 (& 过 min(m,n)), 位 于 这 些 行 和 列 相交 处 
的 元 素 ,保持 它们 原来 的 相对 位 置 所 构成 的 阶 行列 式 , 称 为 矩阵 4 的 大 阶 子 式 . 

MX7 矩阵 4 的 & 阶 子 式 共 有 Ch。 Cs 个. 








1 3 2 5 
例如 , 算 阵 A 二 | 一 1] 0 4 3|, 从 A 中 取 第 1,2 两 行 ,第 2,3 两 列 相 交 处 的 元 素 所 构成 的 二 阶 子 
0 1 —1 0 
剖 
式 为 | 


定义 9-18 设 A=(a;) 是 mXn 和 矩阵 ,如 果 4 中 不 为 零 子 式 的 最 高 阶 数 为 >, 即 存在 > 阶 子 式 不 为 
零 ,而 任何 ”十 1 阶 子 式 全 为 零 , 则 称 > 为 矩阵 4 的 秩 , 记 作 秩 (4) 王 ”或 >(4) 一 ”~ 

当 A 二 0 时 ,规定 :r(0) = 二 0. 

显然 ,r(4) 王 ~(4I).. 
“二 - 沿 
上 二] 多 3 
2 一 2 4 6 


解 在 4 中 ,存在 二 阶 子 式 


由 上 面 的 例子 可 以 看 出 ,对 于 一 般 的 矩阵 ,利用 定义 9-18 确定 秩 ,并 非 易 事 ,计算 量 比较 大 . 但 对 于 
形 如 


例 9-19 ” 设 矩 阵 4 三 , 求 (4). 











| 二 一 1 才 0, 注 意 到 4 的 二 ,三 两 行 成 比例 ,所 以 A 的 所 有 的 三 阶 





的 矩阵 , 秩 的 确定 比较 容易 . 








二 
首先 存在 三 阶 子 式 |0 ”2 ”0 | 二 一 6 关 0, 显 然 所 有 的 四 阶 子 式 全 为 零 , 故 ~(4) 一 3. 
g Uv = 


定义 9-19 如果 一 个 矩阵 具有 如 下 特征 , 则 称 为 阶梯 形 矩 阵 ; 

(1) 元 素 全 为 零 的 行 ( 如 果 存 在 的 话 ) ,位 于 矩阵 的 最 下 方 ; 

(2) 自 上 而 下 各 行 中 第 一 个 非 零 元 素 左边 零 的 个 数 , 随 着 行 数 的 增加 而 严格 递增 . 
例如 ,和 矩阵 


妙计 懂 性 代 关 科 少 省 天 





均 为 阶梯 形 矩 阵 . 

定义 9-20 ”如 果 一 个 阶梯 形 矩 阵 具 有 如 下 特征 , 则 称 为 行 简化 阶梯 形 矩 阵 
(1) 非 零 行 的 第 一 个 非 零 元 素 为 1; 

(2) 非 零 行 的 第 一 个 非 零 元 素 所 在 列 的 其 余 元 素 全 为 零 . 








例如 ,和 矩 阵 
T 革 和 
1 of lid0 | 
本 | | 
0 011-5 00000 
均 为 行 简 化 阶梯 形 和 矩阵 . 


定理 9-5 任意 一 个 mXn 和 矩阵 , 均 可 以 经 过 一 系列 初等 行 变换 化 为 mXn 阶梯 形 和 矩阵 . 
定理 9-6 初等 变换 不 改变 矩阵 的 秩 . 
这 两 个 定理 表明 :如 果 要 确定 一 个 矩阵 的 秩 , 当 它 不 是 阶梯 形 和 矩阵 时 ,可 以 利用 初等 行 变换 将 其 化 为 
阶梯 形 和 矩阵, 然后 由 此 阶梯 形 和 矩阵 的 秩 确定 原来 矩阵 的 秩 . 
3 一 1] 一 4 2 一 2 
1 | | 0 


例 9-20 设 和 矩阵 4 三 3 i , 求 (4). 


解 
二 i 前 可 “站 让 而 站 民 列 n 
73 十 (一 1)7 
| Dm En tn 
1 2 1 3 14 1 2 1 3 4 
二 下 SE is 
1 二 1 0 1 @ -1i 1 5 1 并 二 省 
Dl a | ss sd el hg 
刻本 8 0 0 QO- 0 + 2 eG 8 
四 :二 站 时 
1 0 一 1 
在 最 后 一 个 阶梯 形 矩 阵 中 , 非 零 行 的 行 数 是 3 ,存在 三 阶 子 式 |0 一 1 一 1| = 二 2 关 0, 而 所 有 的 四 阶 子 式 
0 0， 二 








全 为 零 , 故 ~(4) 王 3. 恰 为 阶梯 形 和 矩阵 中 非 零 行 的 行 数 . 
由 此 例 可 见 : 通 过 初等 变换 把 A 化 为 阶梯 形 和 矩阵 时 , 则 阶梯 形 和 矩阵 中 非 零 行 的 行 数 即 为 4 的 秩 ! 
定理 9-7 ?7 阶 方 阵 4 可 逆 的 充分 必要 条 件 是 ~(4) 一 7 
所 以 可 逆 和 矩阵 又 称 为 满 秩 和 矩阵 . 


二 、 初 等 变换 与 逆 矮 阵 
矩阵 的 等 价 标准 形 


定义 9-21 如 果 和 矩阵 4 经 过 有 限 次 的 初等 变换 化 为 矩阵 号 , 则 称 和 矩阵 4 与 B 是 等 价 的 . 
定理 9-8 ”任意 一 个 mXn 矩阵 4 ,都 与 一 个 形 如 


有 | 医用 高 等 数学 























1 0 0 0 
r 行 | 0 1 8 0 政 ， 厅 
简 记 为 ( “| 
0 0 0 OO OA 
0 0 0 0 mxXn 
r 列 
的 矩阵 等 价 , 这 个 矩阵 称 为 矩阵 4 的 等 价 标准 形 . 
| 2 1 
例 9-21 设 有 和 矩阵 4=|1 1 一 1] 0|, 求 4 的 等 价 标准 形 . 
2 0 I 有! 
解 
1 1 上 工 n+(C—Drn (1 一 1 2 1 
73 十 (一 2)ril 
利 三 11 1 一 小 0 | 
2 0 1 1 0 入， -= = 二 
二 
方 十 (一 1)rz + (Da 
人 必 “二 半 0 2 =3 =1 
0 0 0 0 0 0 0 0 
ee 1 性 0 0 c+3c [1 0 0 0 
7 二 可 
一 ~ 0 1 一 3 一 1 一 一 ~ |0 1 0 0 
0 0 0 0 0 0 0 0 














由 例题 9-21 可 见 , 要 求 出 矩阵 A 的 等 价 标准 形 , 所 采用 的 初等 变换 的 过 程 , 既 有 初等 行 变换 也 有 初 
等 列 变换 . 

根据 定理 9-8, 再 结合 定理 9-4, 得 到 如 下 的 推论 . 

推论 9-6 对 于 任意 的 mXn 和 矩阵 A ,存在 m 阶 初等 矩阵 Pi,P;,…,P, 和 n 阶 初等 矩阵 Q1 ,0Q;,…， 

3 E, 0 

Q, ,使 得 P,……P;,PAQ10;…Q,= ( O 最 

若 令 P 王 已 …PP ,0O 王 QQ…0Q,, 由 于 初等 矩阵 是 可 逆 和 矩阵 , 故 可 逆 和 矩阵 的 乘积 仍 为 可 道 矩阵 , 因 
此 ,P,Q 为 可 逆 矩 阵 , 从 而 有 下 述 推论 . 


推论 9-7 “对 于 任意 的 mxn 矩阵 4, 存 在 疡 阶 的 可 弟 矩 阵 己 和 ， 阶 的 可 逆 拭 阵 Q, 使 得 PAO ( 


推论 9-8 nn 阶 方 阵 A 可 逆 的 充分 必要 条 件 是 4 的 等 价 标准 形 为 E，. 

由 推论 9-6 和 推论 9-8 得 到 下 述 结论 . 

推论 9-9 nn 阶 方 阵 A 可 道 的 充分 必要 条 件 是 4 可 以 表示 为 有 限 个 初等 矩阵 的 乘积 . 

2. 求 逆 和 矩阵 的 初等 变换 法 

设 A 为 n 阶 可 道 和 矩阵 , 则 A !' 也 是 nn 阶 可 道 矩 阵 ,由 定理 9-8 的 推论 9-9 可 知 ,存在 ” 阶 初等 矩阵 忆 ; ， 
P,,*…,P, ,使 得 


E, 
0O Or 


AT = PP,…P, (9-5) 
或 写成 
A = PP,*…P.E (9-6) 


第 九 章 ”线性 代数 初步 

将 式 (9-5) 两 边 同时 右 乘 4, 得 
E= PP,…P.A (9-7) 
比较 式 (9-6) 和 式 (9-7) 两 式 , 便 有 
PiP;,:…P, (A : E) 一 (PP PMA : PiP,*…%…PE) = (E:A') 

即 对 矩阵 A 进行 有 限 次 的 初等 行 变换 ,将 4 化 为 单位 矩阵 五 的 同时 ,对 单位 矩阵 五 施行 与 4 相同 的 初等 
行 变换 ,就 可 以 将 玉 化 为 人 4“. 于 是 得 到 利用 初等 行 变换 求 逆 矩阵 的 方法 :将 矩阵 4 与 五 合 在 一 起 ,组 成 
一 个 nX2n 矩阵 (4 : E) ,对 这 个 矩阵 施行 一 系列 初等 行 变 换 , 将 其 左边 的 一 半 化 为 单位 矩阵 五 的 同时 ， 
其 右边 的 一 半 就 是 4 一. 即 


(A:E) 





(E:A') 
同 理 , 也 可 以 得 到 利用 初等 列 变 换 求 逆 和 阵 的 方法 ,将 条 阵 A 与 B 合 在 一 起 ,组 成 一 个 24Xn 逢 阵 ( 人 )， 


对 这 个 和 矩阵 施行 一 系列 初等 列 变换 ,将 其 上 边 的 一 半 化 为 单位 矩阵 EE 的 同时 ,其 下 边 的 一 半 就 是 4. 即 
(0) 初等 列 变换 ( E ) 



































E 4 
2 有 
例 9-22 ” 设 和 矩阵 4= 王 | 1 一 1 0 |, 求 4 
=] 泌 1 
解 
5 洲 ! 六 让 a 0 1 0 
(AiE)=|1 —10 : | 2 区 to 
二 让， 声 ， 0 0 1 一 1 
z+tt—2r [1 一 上 0 0 1 0 下 == 浊 0 1 0 
oe i 0 1 1 
0 于 了 汪 06 宇 汪 0 4 3 3 省 
TE 0 和 下 
2 f 0 而 Esc 本 [下 人 | -| 
00—1 : 1 —6 一 4 | 1 浊 
1 和 二 
Fs XC— 1) 
一 一 ~|010 : 1 —5 —3|=(E:A7) 
| 三 四 泌 “ 视 
1 一 4 —3 
所 以 ,4-!:=|1 一 5 一 3|. 
1 “—6, 一 4 
本 节 最 后 ,我 们 介绍 一 种 利用 初等 行 变换 求解 矩阵 方程 AX==B 的 方法 : 
设 和 A 为 n 阶 可 逆 和 矩阵 ,B 为 nX;s 和 矩阵 .在 方程 AX=B 两 边 左 乘 和 4”! ,得 
X=A-B 
由 于 4 为” 阶 可 逆 和 矩阵 ,由 定理 9-8 的 推论 9-9 知 ,存在 阶 初等 矩阵 Pi,P;,…,P, 使 得 
4 = PiP,…P, (9-8) 
将 式 (9-8) 两 边 右 乘 4, 得 
E = PiP,…PA (9-9) 
再 将 (9-8) 式 两 边 右 乘 B, 得 
A-1B = PiP,…PB 
即 


X= PP,…PB (9-10) 


医用 高 等 数学 。 





比较 式 (9-9) 与 式 (9-10) 两 式 , 便 有 
PiP,*…P,(A : B)= (PiP,*…PA : PP,*…P.B)=(E : X) 
即 对 和 矩阵 4 进行 有 限 次 的 初等 行 变换 ,将 A 化 为 单位 矩阵 五 的 同时 ,对 nXs 和 矩阵 B 进行 与 4 相同 
的 初等 行 变换 ,就 可 以 将 B 化 为 和 X= 二 A “1B. 于 是 得 到 利用 初等 行 变换 求解 矩阵 方程 AX==B 的 方法 :将 撼 
阵 4 与 妃 合 在 一 起 ,组 成 一 个 zX(z 十 ?) 矩 阵 (4 : B) ,对 这 个 矩阵 施行 一 系列 初等 行 变换 ,将 其 左边 的 矩 
阵 4 化 为 单位 矩阵 五 的 同时 ,其 右边 的 部 分 就 是 4-1B. 即 


(A : B) :AB) = (E : ¥) 


例 9-23 解 矩 阵 方程 AX==B, 其 中 











1 = 和 涟 1 "=1 
4 一 |2 一 3 | 了 8 一 | 一 2 | 
3 一 2 4 5 一 皮 
解 
1 一 1 2 : 1 1l|n+C~2n |1 一 1 : i == 
0 
3 二 半 和 合议 @ ; 2 一 ! 
n+(—Dr |1 0 1 : 5 一 6| ntit+r |1 0 0 : 3 = 多 
i 
0 —1 : 2 4 0 0 —1 : —2 4 
rx(—1) |1 0 ; 8 夺 2 
A 6 —9|= CE :4-8) 
00 : 2 一 4 
3 一 2 
所 以 ,X 一 4-1B 王 |6 一 9|. 
2 一 4 








类 似 于 前 面 的 讨论 ,也 可 以 得 到 利用 初等 列 变换 求解 矩阵 方程 XA 二 BB 的 方法 ; 设 4 为 n 阶 可 道 矩 
阵 , 思 为 四 X7 矩阵 , 则 于 为 普 X7 矩阵. 将 矩阵 A 和 及 合 在 一 起 组 成 一 个 (n 十 m) Xn 短 阵 (4) ,对 这 个 矩 


阵 施行 一 系列 初等 列 变换 ,将 其 上 边 的 部 分 化 为 单位 矩阵 五 的 同时 ,其 下 边 的 部 分 就 是 BA ' 一 X. 即 
@) 初等 列 变换 ( E )= (>) 
B BA-1'/ \X 
三 、 初 等 变换 与 线性 方程 组 
1. 线性 方程 组 的 消 元 解法 
考虑 含有 m 个 方程 n 个 未 知 量 的 线性 方程 组 
Q11X1 十 aizZ2 十 … 十 bi 


Qz1X1 十 QzzXTz 十 … 十 aznzn 二 bb 


(9-11) 


amlZl 十 an2Z2 十 … 十 amZn 二 bm 


的 求解 问题 . 当 5b1 ,2 ,…,b 不 全 为 零 时 , 称 方程 组 (9-11) 为 非 齐 次 线性 方程 组 . 
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Qi Ri pO Cin Xl 
记 4 一 | “” “| , 称 为 方程 组 (9-11) 的 系数 矩阵 ; 二 |， 
a “i i 二 
b 
称 为 n 维 列 向 量 ; B 一 | | , 称 为 常数 项 矩阵 . 
bn 


, 称 为 于 元 未 知 量 和 矩阵, 又 


根据 矩阵 的 乘法 及 和 矩 阵 相 等 的 概念 ,不 难 将 线性 方程 组 (9-11) 写 成 如 下 的 矩阵 形式 :4vx, 忆 ,xl 一 


B,xi 9 简 记 为 AX=B. 


将 线性 方程 组 (9-11) 的 系数 矩阵 A 和 常数 项 矩阵 如 合 在 一 起 构成 的 矩阵 , 称 为 方程 组 (9-11) 的 增 广 


和 矩阵, 记 作 4. 即 
QI11 al air bi 
有 b 
AAIB=|" "™ al 
Qml Um2 Se Qnm 6 


3ZX1 十 2z2 一 5x3 二 11， 
例 9-24 ma 十 3z2 一 27x3 一 4， 
2xi 二 wi 十 x =3. 
解 ” 交 换 方程 组 (9-12) 的 第 一 ,二 个 方程 ,得 
Xi 十 3zxz 一 2x3 二 4 
| 站 2%y = 65s=11 
27i 十 x 十 Xs 二 3 
将 此 方程 组 的 第 一 个 方程 的 (一 3) 倍 (一 2) 倍 分 别 加 到 第 二 、 三 个 方程 上 去 ,得 
zi 十 3 一 2x3 一 4 
| —7x 二 xy 二 一 1] 
一 05 十 5x3 三 一 5 
将 此 方程 组 的 第 三 个 方程 两 边 乘 以 (一 十 ) ,再 交换 第 二 三 个 方程 ,得 
Xi 十 37xs 一 2x3 一 4 
| 2 — ms = 1 
一 72az 十 2 =—1 
将 此 方程 组 的 第 二 个 方程 的 7 倍加 到 第 三 个 方程 上 去 ,得 
Fa 


形 如 式 (9-13) 的 方程 组 称 为 阶梯 形 方程 组 ,并 且 与 原 方程 组 (9-12) 同 解 . 


(9-12) 


(9-13) 


在 此 基础 上 ,对 方程 组 (9-13) 从 后 往 前 通过 回 代 可 依次 求 得 未 知 量 , 即 将 方程 组 (9-13) 的 第 三 个 方 


程 两 边 乘 以 (一 十 ) ,得 到 zx 一 一 1; 再 将 zs 二 一 1 代入 第 
二 个 方程 ,得 到 zs 二 0; 最 后 ,将 Z2 一 0,Zs 王 一 1 代入 第 一 个 方程 ,得 到 a 


Xl 一 2 9 
os 二 0， 


Z3 一 一 ]. 


用 高 等 学 





上 述 求解 线性 方程 组 的 过 程 称 为 消 元 法 . 

总 结 上 述 方程 组 的 求解 过 程 ,不 外 乎 对 方程 组 反复 使 用 了 以 下 三 种 变换 : 

(1) 交换 两 个 方程 的 位 置 ; 

(2) 用 一 个 非 零 的 常数 乘 以 某 个 方程 的 两 端 ; 

(3) 将 一 个 方程 的 适当 倍数 加 到 另 一 个 方程 上 去 . 

我 们 称 这 三 种 变换 为 线性 方程 组 的 同 解 变换 . 

上 面 在 对 线性 方程 组 进行 同 解 变换 的 过 程 中 ,只 是 对 未 知 量 的 系数 和 常数 项 进行 运算 ,并 不 改变 未 
知 量 的 符号 . 因此 ,用 消 元 法 解 线性 方程 组 的 过 程 ,实质 上 就 是 对 该 线性 方程 组 的 增 广 矩阵 仅仅 施行 初等 
行 变换 的 过 程 。 

如 例 9-24 中 , 增 广 和 矩阵 



































305. 
A=(4:B)=|Il1 3 —2 :; :| 
2 证 光 于 
消 元 和 回 代 的 过 程 正 是 对 A 进行 一 系列 初等 行 变换 的 过 程 , 即 
2 Bb $$ i 1 3 一 2 : 4] nt+(C3m 
FF (| 和 
21 1 3 2 ii 1 3 
1 3 一 #1 x) A 
: = 区 | | 1 | 
0 -5 § = 各 0 Ea = 
: a 
二 = 6 too 1 = 
1 3 0 2 下 
0 1 0 0 ee G ,| 
0 0 1 -一 0 1 1 
Xl 一 2， 
一 个 和 人 了 了 和 玉生 
2Z3 =— 1. 


下 面 我 们 利用 这 种 计算 方式 ,求解 几 个 线性 方程 组 ,讨论 一 下 线性 方程 组 解 的 各 种 情况 . 
221 一 元 十 32 三 1 

例 9-25 解 线 性 方程 组 | 一 2zzs 十 5zs 一 4， 
221 一 2 十 4 = 0, 

解 ” 对 此 方程 组 的 增 广 和 矩阵 4 进行 初等 行 变换 如 下 : 














2 一 1 3 : 1lw+C2an (2 =1 3 : 1 
二 rn"(— Wri 
让 = 
2 = 建 东区 0 4 一 站 
2 
73 十 72 
0 QW =】 
0 0 0 
2zl 一 Zz 十 3x3 二 1， 
这 个 阶梯 形 矩 阵 对 应 的 阶梯 形 方程 组 为 上 Za 一 2， 显然 ,这 是 一 个 矛盾 的 方程 组 ,没有 解 , 从 
0 一 1]1， 


而 原 方程 组 无 解 . 


和 





Zl 十 5zs 一 4zx3 一 Zz 一 一 1， 
Zl 一 2zs 十 za 十 3zi 一 3， 
3z2z 十 8zz 一 X33 十 x = 二 1， 
Zl 一 9zs 十 3zs 十 7zi 一 7. 
解 ”对 此 方程 组 的 增 广 矩阵 4 进行 初等 行 变换 如 下 


例 9-26 解 线性 方程 组 


1 5 一 一 1 : 一 1 rt(— Dn 1 5 二 “二 得 | 
73 十 (一 3)7i 
渍 二 LL 2 3 3 | m 十 二 Dr |0 一 7 2 4 : 4 
3 8 一 1 1 1 @ =? 2 4 : 4 
i = 3 ? 站 D 一] 坟 4 8 8 
1 5 = = 
ni 十 (— Drz : 
六 十 (一 2)72 0 = 2 4 . 4 
0 0 0 0 0 
0 0 0 0 : 0 
2 十 5zz 一 2 一 2 =— 1], 


此 阶梯 形 短 阵 对 应 的 阶梯 形 线性 方程 组 为 ， >， ， 4 4 


这 个 方程 组 与 原来 的 方程 组 同 解 ,并 有 两 个 “多 余 ” 的 方程 (后 两 个 ) 被 去 掉 . 
对 A 进一步 化 简 如 下 : 





1 | 1 0 3 ” : 学 
rx (- 方 ) 0 1 一 过 一 亏 : 一 他 i 中 =m 10 1 二 二 生 = 
es 一 7 7 7 |， 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 : 0 0 0 0 0 

i 十 yz 二 学 = 字 ， 


此 行 简化 阶梯 形 矩 阵 对 应 的 方程 组 为 





可 见 , 这 个 方程 组 不 能 约束 原 方程 组 中 的 4 个 未 知 量 , 只 能 约束 其 中 的 两 个 未 知 量 , 另 外 的 两 个 未 知 
量 可 以 自由 取 值 . 称 能 自由 取 值 的 未 知 量 为 自由 未 知 量 . 此 例 中 , 若 取 zs = cl ,x4 = cz 为 自由 未 知 量 , 将 
它们 作为 已 知 的 看 待 ,可 以 得 到 方程 组 的 一 般 解 : 


i 
a 4 
2 一 了 9 十 了 52 区 Cl1yC2 为 任意 常数 
dy = C5 
YL 一 1C29 


从 而 原 方程 组 有 无 穷 多 解 . 

需要 注意 的 是 ,自由 未 知 量 的 选取 不 是 唯一 的 . 对 于 例 9-26 ,读者 可 以 练习 选取 另外 的 两 个 自由 未 
知 量 来 求 出 该 方程 组 的 一 般 解 . 

通过 以 上 例题 的 讨论 可 知 ,求解 一 个 线性 方程 组 ,可 以 对 方程 组 的 增 广 矩 阵 4 施 行 初等 行 变换 化 为 
阶梯 形 和 矩阵, 由 此 得 到 与 原 方程 组 对 应 的 同 解 阶梯 形 方程 组 ( 即 阶梯 形 和 矩阵 所 对 应 的 方程 组 ) ;在 有 解 的 
情况 下 ,再 对 增 广 和 矩阵 A 继续 施行 初等 行 变换 将 其 化 为 行 简化 阶梯 形 矩 阵 , 还 原 为 等 价 的 线性 方程 组 后 ， 
便 直 接 得 到 原 方程 组 的 一 般 解 . | 

解 线性 方程 组 的 一 般 步骤 : 


一 初等 行 变换 


A 下 半 直 并 队 梯形 矩阵 (车 有 解 ) -下定 





行 简化 阶梯 形 和 矩阵 


医用 高 等 数学 





2. 线性 方程 组 解 的 判定 
前 面 例题 讨论 了 线性 方程 组 解 的 情况 ,可 以 有 唯一 解 、 无 解 或 无 穷 多 解 . 对 于 一 般 的 ”元 线性 方程 
组 ,也 有 类 似 的 结论 . 
定理 9-9 设 有 ?元 非 齐 次 线性 方程 组 4x,Xxi 一 Buxi, 增 广 矩 阵 为 4, 那 么 
(1) 如 果 r(4)=r(4) 王 2”, 则 此 线性 方程 组 有 唯一 解 ; 
(2) 如 果 r(4) = 二 r(4) 二 n, 则 此 线性 方程 组 有 无 穷 多 解 , 且 有 nn 一 r(A4) 个 自由 未 知 量 ; 
(3) 如 果 xr(4) 关 r(4), 则 此 线性 方程 组 有 无 解 . 
Zi 十 Za 十 Za 一人， 
例 9-27 4 为 何 值 时 ,线性 方程 组 中 十 zz 十 zs 一 1, 有 解 , 并 求 其 解 . 
Xi 十 Xs 十 Az3 二 1 
解 ” 对 此 方程 组 的 增 广 矩阵 4 进行 初等 行 变换 如 下 : 



































1 二 生生 济 沪 半生 1 |: A 
rE | ee 
让 0 0 -1 : 1 一 
(1) 当 X 关 1 时 ,r(4) 二 r(4) 二 3==n, 方 程 组 有 唯一 解 . 此 时 
re XT 
mx 并 1 1 1 3 A 了 1 站 二 局 | 
0 11 : +l 0 1 0 和 十 2 
0013 一 ! 0 人 = 
0 0 一 1 
ss 1 0 和 十 2 
0 0 1 一 ] 
ZX1 一 一 1， 
得 到 方程 组 的 唯一 解 | 一 和 十 2， 
23 一 一 1. 
(2) 当 ) 王 1 时 ,r(4) 王 ~(4) 王 1<<3 一 ”方程 组 有 无 穷 多 解 . 此 时 
1 11 ; linxz+C~ nn (1 1 1 : 1 
人 
LL 0 页 丰 0 














”对 应 的 同 解 方程 组 为 zi 十 zz 十 zs 二 1, 有 两 个 自由 未 知 量 , 取 zz 二 0 ,zs 二 cz 为 自由 未 知 量 ,得 到 方程 组 


Xl 二 一 01 一 cz 十 1， 
i ， clycz 为 任意 常数 . 
Z3s 一 C2， 
3. 齐 次 线性 方程 组 
当 线 性 方程 组 (9-11) 的 常数 项 全 为 零 时 ,这 样 的 线性 方程 组 称 为 齐 次 线性 方程 组 ,其 一 般 形式 为 : 
Qnizi 二 Qizszz 十 "十 QinzZn 一 0 
a2171 十 azzZz 十 … 十 aznZn 一 0 (9-14) 


QamZX1l 十 QmzZTz 十 "… 十 QamZXn 一 0 
其 矩阵 形式 为 Anx,XXwxi 二 Onxi. 
由 于 齐 次 线性 方程 组 的 增 广 矩 阵 4 的 最 后 一 列 全 为 零 , 因 此 在 任何 情况 下 都 有 ~(4) 王 ~(C4) , 故 齐 次 
线性 方程 组 总 是 有 解 的 , 且 有 如 下 定理 . 
定理 9-10 ” 设 元 齐 次 线性 方程 组 4 wx*Xxi 一 Ouxi 系 数 矩 阵 4 的 秩 为 7 ,那么 
(1) 如 果 (4) 王 ”一 ” 则 此 线性 方程 组 仅 有 零 解 ; 


人 


(2) 如 果 ~(4) 王 <, 则 此 线性 方程 组 除了 零 解 外 ,还 有 无 穷 多 非 零 解 . 
对 于 mxXn 和 矩阵 A ,总 有 (4) 委 zzz(m,72)， 因 此 有 下 述 推论 . 
推论 9-10 nn 元 齐 次 线性 方程 组 Axn 关 ,xi 二 Owxi 中 ,如 果 下 述 推 论 . 的 个 数 少 于 未 知 量 的 个 数 , 即 
m<<n, 则 该 方程 组 必 有 非 零 解 . 
特别 地 , 当 m 二 n 时 ,根据 克 莱 默 法 则 有 下 述 结论 . 
定理 9-11 含有 nn 个 方程 的 n 元 齐 次 线性 方程 组 
allZ1 十 QizZ2 十 … 十 az 一 0 


C21Z1 十 azzZz 十 … 十 aznZz 一 0 








aeeeseeeseesseesesseeseoseseeeseseeseeeses (9-15) 
anZl 十 ao2Z2 十 … 十 anZn 一 0 
有 非 零 解 的 充分 必要 条 件 是 其 系数 行列 式 
Ql Q12 “”” Qin 
14|= ee A gt Ee 二 0 
Qn Un ""* Um 
推论 9-11 nn 元 齐 次 线性 方程 组 (9-15) 有 了 唯一 零 解 的 充分 必要 条 件 是 其 系数 行列 式 |A| 关 0. 
例 9-28 解 线 性 方程 组 
my hn i Br 十 2z5 一 0， 
22 十 二 丰 芭 二 3% 二 0， 
2Z1 十 Zi 十 2zs 十 2 一 2z5 一 0， 
2zi 十 3z? 一 5xzs 一 17z 十 10zi 二 0, 
解 ” 对 方程 组 的 系数 矩阵 A 进行 初等 行 变换 如 下 : 
多 和 一 及 过 1 2 1 “== |。 2 下 
= | .4 1 1 8 | 3 7 i | 1 5 一 冯 
1 了 艺 2 二 2 0'=1 1 5 -4 0 = = 
7 0, dQ" = = % 0 =1 =7 一] 6 
1 2 L332 1 旷 业 ”人 多 
8 =1 工 5 =# 0 下 二 1 二 4 
| 
0 0 = 16, .10 0 0 0 0 0 
由 于 (4)= 王 3<<5 王 2, 所 以 方程 组 有 无 穷 多 非 零 解 ,继续 对 4 施行 初等 行 变换 有 
0 3 7 一 6 i = 
0 1 =1 二 5 4 0 1 0 —3 1 
A— 5 | 一 4 
0 0 1 2 一 站 5 
QQ 0 1 2 = 
0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 
得 到 同 解 方程 组 
zi 二 zt 一 了 zs =0 
zs —3z4 十 半 zs 一 0 


之 3 +2z4 一 闻 z 二 0 


选取 zx4 二 a ,zs 二 cz 为 自由 未 知 量 , 得 到 方程 组 的 一 般 解 


WE EA 


9 
Ti 三 一 如 十 二 如， 


4 


Z2 一 3 ep 


4 


9Cl9C2 为 任意 常数 
2Z3 一 一 2c 十 一 cz， 
4 
i CL 
5 Cyy 


〖 思 考 与 讨论 】 

1. 在 求 矩 阵 的 秩 时 ,能 否 同 时 并 用 初等 行 变换 和 列 变换 ? 

2. 已 知 四 元 线性 方程 组 4X 王 O, 若 系数 和 矩阵 4 的 秩 r(4) 王 1, 则 自由 未 知 量 的 个 数 是 多 少 ? 
3. 若 线性 方程 组 4X 王 咏 有 唯一 解 ,那么 相应 的 齐 次 线性 方程 组 4AX 王 O 是 否 也 有 唯一 解 ? 


第 四 节 ” 知 阵 的 特征 值 与 特征 向 量 


和 矩阵 的 特征 值 和 特征 向 量 是 矩阵 理论 中 的 重要 组 成 部 分 , 它 是 矩阵 的 又 一 个 重要 特征 . 

1. 矩阵 特征 值 与 特征 向 量 的 概念 

定义 9-22 设 A 为 n 阶 方 阵 ,如 果 对 于 数 4, 存 在 非 零 的 n 维 列 向 量 & ,使 得 

Au 天 (9-16) 

成 立 , 则 称 4 为 4 的 一 个 特征 值 , 非 零 向 量 a 为 A 的 属于 特征 值 的 特征 向 量 . 

由 定义 9-22 ”和 矩阵 的 特征 向 量具 有 如 下 性 质 . 

性 质 1 如 果 向 量 "是 矩阵 4 的 属于 特征 值 的 特征 向 量 , 则 a 的 任何 非 零 倍数 ka(k 隆 0) 也 是 4 的 
属于 特征 值 的 特征 向 量 . 

事实 上 ,由 于 A(ka) 一 k(Aa) 一 k(Xha 一 4(ka) ,所 以 ,ka 是 A 的 属于 特征 值 X 的 特征 向 量 . 

性 质 2 如 果 向 量 Q1 9Q2 都 是 矩阵 A 的 属于 特征 值 A 的 特征 向 量 , 且 oa 十 om 和 关 o， 则 a 十 az 也 是 A 的 
属于 特征 值 的 特征 向 量 . 

事实 上 ,由 于 Alai 十 @2) 二 hqi 十 Aas 二 Xai 十 haz 二 A《aq 十 @z), 所 以 ,a 十 az 是 4 的 属于 特征 值 X 的 特 
征 向 量 . 

由 性 质 1 和 性 质 2 不 难得 到 下 述 性 质 . 

性 质 3 如 果 向 量 wm ,az,… ,a 都 是 矩阵 4 的 属于 特征 值 A 的 特征 向 量 ,ki ,ks,…,k, 是 一 组 数 , 且 
Rial 十 kz@z 十 … 十 Ra 天 o, 则 kiai 十 kzQz 十 … 十 kas 也 是 A 的 属于 特征 值 》 的 特征 向 量 . 

以 下 讨论 如 何 求解 n 阶 方 阵 A 的 特征 值 和 特征 向 量 . 

将 式 (9-16) 等 价 变形 为 (A 一 相 )a 二 0, 即 a 就 是 n 元 齐 次 线性 方程 组 


(A—aAE)X=0 (9-17) 
的 一 个 非 零 解 . 
由 定理 9-11, 齐 次 线性 方程 组 (9-17) 存 在 非 零 解 的 充分 必要 条 件 是 其 系数 行列 式 等 于 零 . 即 
au 一 从 Q12 “se Qln 
必 二 和 沽 | 三 Se Wy 0 a 
dnl an2 全 Qadm = 次 


这 表明 ,如 果 4 是 4 的 一 个 特征 值 , 则 4 必定 是 以 4 为 未 知 量 的 一 元 ?次 方程 14 一 嫩 | 二 0 的 根 .反之 ,如 
果 可 以 求 出 方程 14 一 并 | =0 的 根 4, 则 齐 次 线性 方程 组 (4 一 并 )X=O 的 任 一 非 零 解 a, 都 是 4 的 属于 X 
的 特征 向 量 . 因此 ,为 叙述 方便 ,有 必要 引进 下 列 定义 . 

定义 9-23 设 A=(a;) 为 n 阶 方 阵 ,含有 未 知 数 4 的 矩阵 4 一 证 称 为 4 的 特征 矩阵 ;其 行列 式 


”第 九 章 ”线性 代数 初步 


14 一 下 | 是 4 的 n 次 多 项 式 , 称 为 A 的 特征 多 项 式 ;方程 | 4 一 冯 | = 二 0 称 为 4 的 特征 方程 

综 上 所 述 , 求 n 阶 方 阵 A 的 全 部 特征 值 和 特征 向 量 的 方法 如 下 : 

(1) 计算 特征 多 项 式 |A 一 XE|; 

(2) 求 出 特征 方程 14 一 嫩 |=0 的 全 部 根 和 ,Xz，…,4,( 其 中 可 能 有 重 根 ) ,它们 就 是 4 的 所 有 的 特 
征 值 . 

(3) 对 于 4 的 每 一 个 特征 值 4i(i 二 1,2,…,n), 求 出 齐 次 线性 方程 组 (4 一 XAE)XX==0 的 全 部 解 ,除去 
零 向 量 解 便 得 到 4 的 属于 4; 的 全 部 特征 向 量 . 


4 
例 9-29 求 矩 阵 4 一 ( 。 。) 的 特征 值 和 特征 向 量 
解 4 的 特征 多 项 式 为 
3 一 人 
14 一 妇 |= | Meh QQ 十 2 一 7) 


对 于 为 一 一 2, 解 齐 次 线性 方程 组 (4 十 2B)X 一 0, 由 于 系数 矩阵 (4 十 2B) 一 ( )=( “等 价 于 
Xl =4ki 9 


Z2 一 一 5Al. 


方程 组 5 二 4x 二 0, 取 Z2 一 一 5Ri , 便 有 | 
于 是 4 的 属于 特征 值 h 一 一 的 全 部 特征 向 量 为 | ”| 一 和 ( “。) ,其 中 任意 常数 及 0 


对 于 一 7, 解 齐 次 线性 方程 组 (4 一 7E)X 一 0, 由 于 系数 矩阵 (4 一 ?7E) 一 (。 “.) 一 
= ee | 
a 

等 价 于 方程 组 xi 一 忆 一 0, 取 了 一 如, 便 有 | 一 

1 J 

于 是 4 的 属于 特征 信 X， 7 的 全 部 竺 征 向 量 为 ”| 一 和 (1) ,其 中 任意 常数 0 
4 6 0 
3 = 0 
= 二 6 .1 
解 A 的 特征 多 项 式 为 


例 9-30 求 矩 阵 4 一 的 特征 值 和 特征 向 量 . 








4 一 人 6 0 
= 0 
一 3 ”一 6 1—A 
令 |4A 一 并 | 二 0, 可 得 A 的 特征 值 为 A 一 一 2 一 1 一 | 
对 于 九 二 一 2, 解 齐 次 线性 方程 组 (4 十 2E)XX==O, 由 于 系数 矩阵 


14 一 XE|= 二 一 (A 一 1)?(A 十 2) 

















6 6 0 1 0 1 
(A+2E)=|—3 一 3 0| 一 … 一 |0 1 
一 4 一 6 3 日 0 0 
Xi 三 一 k， 
1 十 3 一 0， 
te 人 于 是 4 的 属于 特征 值 41 二 一 2 的 全 部 特征 向 
3 一 及 
弃 一 上 
量 为 | zz | 二 &| 1 | ,其 中 任意 常数 天 0. 
X3 1 
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对 于 Xz 二 Xs 二 1, 解 齐 次 线性 方程 组 (4 一 E)X==O, 由 于 系数 矩阵 



































3 6 0 20 
(A—E)=|—3 一 6 0|—>…—>|0 0 0 
-8 :一 人 0 0 0 0 
w= 一 2 5 
等 价 于 方程 组 zi 十 2zx; 二 0, 取 zz 二 ki ,zs 一 kk。 人 ， 于 是 4 的 属于 特征 值 4 二 Xs 二 1 的 
ZXs =k,, 
Zl 一 入 0 
全 部 特征 向 量 为 | zz | 二 | 1 | 十 & 10| ,其 中 任意 常数 ,ks 不 全 为 零 . 
ZX3 0 1 
2 
例 9-31 求 和 矩阵 4 王 |1 2 1| 的 特征 值 和 特征 向 量 . 
1 十 吕 








解 A 的 特征 多 项 式 为 


|A4—XE|= 一 (4 一 1)(1 一 ))2 








1 1 2—A 
令 |4 一 并 |==0, 可 得 4 的 特征 值 为 41 一 4,Xs 二 二 1. 
对 于 和) 王 4, 解 齐 次 线性 方程 组 (4 一 4 瑟 ) 导 一 O, 由 于 系数 矩阵 

















= 1 WE 下 ~ 0 “= 
(A—4E)=| 1 一 2 1 | 一 … 一 |0 1 一 1]| 一 0 1 -1 
1 1 =2 0 0 0 0 0 0 
ee Z1 一 R， 
ee 
2Z2 一 Z3 一 0 
Xs 二 k. 
Zl 1 
于 是 4 的 属于 特征 值 M: 王 4 的 全 部 特征 向 量 为 |zz | 一 |1| ,其 中 任意 常数 & 关 0. 
ZX3 1 














对 于 hs 二 二 1, 解 齐 次 线性 方程 组 (4 一 E) 久 ==O0, 由 于 系数 矩阵 (4 一 E) 一 








| 六 二 
-| 0 0 
ZI 一 一 包 一 Ra2， 
等 价 于 方程 组 zi 十 zz 十 zs 二 0, 取 zz 二 ki ,x3 二 2 Ah =ki， 
Xs 二 上 ;,. 
一 下 二 小 
Zz | 一 后 | 1 | 十 ks | 0 | ,其 中 任意 常数 局 ,Ra 


于 是 4 的 属于 特征 值 M: 王 Ms 王 1 的 全 部 特征 向 量 为 
有 




















0 


TX3 


不 全 为 零 . 
2. 特征 值 与 特征 向 量 的 性 质 
定理 9-12 nn 阶 方 阵 4 与 其 转 置 矩阵 4 有 相同 的 特征 值 . 
证 明 ”由 于 (4 一 并 )' 二 47 一 并 ,两 边 取 行 列 式 , 得 


第 九 章 线性 代数 初步 





14 一 三 |= | (4 一 证 )T| 王 14 一 大 | 

即 4 与 其 转 置 矩 阵 4: 有 相同 的 特征 多 项 式 , 从 而 有 相同 的 特征 值 . 

定理 9-13 设 )l hz，…h 是 n 阶 方 阵 A 二 (a;) 的 nn 个 特征 值 , 则 

(1) 因 十 入 十 … 十 二 Qn 十 azz 十 … 十 am; 

(2) A1 。)2…h 一 |4|. 

方 阵 A 二 (a; ) 的 主 对 角 线 上 的 元 素 之 和 称 为 方 阵 4 的 迹 , 记 作 tr4, 即 

trA = an 十 azz 十 … 十 am 

由 定理 9-13(2) 可 以 直接 得 到 下 述 推论 . 

推论 9-12 和 矩阵 4 可 逆 的 充分 必要 条 件 是 4 的 任 一 特征 值 不 等 于 零 . 

定理 9-14 设 ) 是 矩阵 4 的 特征 值 ,a 是 A 的 属于 特征 值 A 的 特征 向 量 , 则 

(1) 对 4 的 多 项 式 p(4) 二 ao 十 qh 十 az 久 十 … 十 anA”, 有 gO4) 一 ao 十 ai 十 az 十 … 十 ao 
是 p(4) 的 特征 值 , 且 是 p(C4) 的 属于 特征 值 pg() 的 特征 向 量 ; 

(2) 若 和 矩阵 4 可逆, 则 一 是 逆 矩 阵 4 一 的 特征 值 , 且 x 是 4 :的 属于 特征 值 ) 一 的 特征 向 量 ; 

(3) 若 矩 阵 4 可 逆 , 则 |4| -是 伴随 矩阵 A* 的 特征 值 , 且 wx 是 A* 的 属于 特征 值 |4|X7 1 的 特征 
向 量 . 
证 明 (1) 因为 4x 一 Mx, 则 有 


aoFa = ao 
aiAg = a as4h2u = asA(Aa) = asAQa) = asi(Aa) 一 az 和 COMx) = asXia 
依 此 类 推 , 有 
anA”™Q = aM”™a 

以 上 各 式 两 边 求 和 得 

(ao 瑟 十 aiA 十 ah 十 … 十 anA7)a 一 (ao 十 ai 十 az 十 … 十 am)a 

即 p(4)a 二 GO)a . 故 pG) 是 p(4) 的 特征 值 , 且 a 是 (4) 的 属于 特征 值 pCX) 的 特征 向 量 . 

(2) 因为 Ag 二 ha, 且 和 矩阵 A 可 闭 , 对 此 式 两 边 左 乘 4 ,得 ga 二 四 -wa, 由 定理 9-13 推论 知 ^ 关 0, 则 
有 A ao=) ea. 故人) :是 4 一 的 特征 值 , 且 wx 是 4 一 的 属于 特征 值 ) 1! 的 特征 向 量 . 

(3) 由 于 和 矩阵 A 可逆 , 则 4 隆 0, 由 于 A* 二 |4|A 蛋 ,所 以 ,A* a 二 |4|A4 1!@, 由 (2) 的 证 明 有 A -1a 一 
XA 10, 所 以 ,4*o 王 |4 -io. 故 14 是 伴随 矩阵 4* 的 特征 值 , 且 w 是 A4* 的 属于 特征 值 |A|X! 的 特征 
向 量 . 
例 9-32 设 3 阶 方 阵 4 的 特征 值 依次 为 1, 一 2,3, 试 求 : 

(1) trA;(2) |4|; (3) | 五 十 4 十 42 | . 

解 (1) 由 定理 9-13(1) 得 tr4 二 十 A 十 hs 二 1 一 2 十 3 二 2. 

(2) 由 定理 9-13(2) 得 :|A|== 和 1 h2*h3 二 1X( 一 2)X3= 一 6. 

(3) 因为 3 阶 方 阵 4 的 特征 值 依次 为 1, 一 2,3, 由 定理 9-14(1) 知 E 十 A 十 A? 的 特征 值 1 十 4 十 X? 依次 
为 1 十 1 十 1 二 3,1 十 (一 2) 十 (一 2)? 二 3,1 十 3 十 3: 二 13, 再 由 定理 9-13(2) 得 |E 十 A 十 A? | 二 3X3X13==117. 


【思考 与 讨论 了】 

1. 若 是 方 阵 4 的 一 个 特征 值 , 则 齐 次 线性 方程 组 (XE 一 A)X=0 的 解 就 是 4 的 属于 4 的 特征 向 
量 吗 ? 

2. 方 阵 4 的 一 个 特征 向 量 w 可 以 属于 4 的 不 同 特 征 值 M; 和 4s 吗 ? 

3. 若 吧 »Q2 分 别 是 A 的 属于 X41 和 4 的 特征 向 量 , 且 41 关 和 ,那么 2 十 oz 也 可 以 是 A 的 特征 向 量 吗 ? 
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习 题 九 
1. 计算 下 列 行列 式 : 
ey | 2 5 ， pd sinag oan 
—} 3 cosa sina 
1 外 号 Iiz y y 
2 一 1 1 汪洋 
1 2 _1 ，” di 42 043 Qn-1 
ba © 胡 0 
(5) 3 ; 网 (6) |0 8 0 0 
1 —2 0 3|- 
二 2 二 和 1 6 
”闪闪 Ba 
2. 解 下 列 行列 式 方程 : 
2 2 = 由 
范 “= 5 冰 
4 22 一 5 一 2 
(4 | 到 ww O00 (2) 
一 2 一 二 过 
0 二 寺 
3 一 2 1 


3. 求 下 列 排列 的 逆序 数 , 并 确定 其 奇偶 性 : 
(1) 3712645; (2) 384721596. 


4. 求 行列 式 D 的 第 二 行 各 元 素 的 代数 余子 式 : 
3 设 一 2 六 


2 
三 
2 OD = 7 
5 


5. 用 克 莱 默 法 则 求解 线性 方程 组 


Zi 十 XY; 2x3 三 一 3， 
5z 十 2zs 一 一 1， 
(1) (2) 2z1 十 zz 一 Zz 二 1， 
4zi 十 3X2 = 
Zi 一 2Zz 十 3zs 二 8. 











让 区 一 汪 看 一 1 0 3 一 3 
6. 设 和 矩阵 4 王 |3 2 一 3 4|,B==|1 4 1 | 

4 0 5 1 = 六 = 
(1) 求 A 一 3B; 


(2) 若 站 满足 24 一 ==B, 求 矩阵 XX. 
7. 求 下 列 和 矩阵 的 乘积 








1 区 交 
{i Nn 
一 2 1 2 
3 0 —1 
站 
C2 2 3) 人 ) 
有 和 


1 
(3) 中 2 3); 
3 


ti 











3 6 9)l1 2 4 
0 5 
一 1 0 
3 12 =—i\lo 2 1 
(5) ( ) | 
@ 1 GIll 1 
0 如 
< 
1 有 有 
8. 设 矩阵 4 一 ( ， | ,)'B= 0 2| , 求 (4AB)T 及 BTAT. 
3 0 
1 Of 1 0 东 
9. 已 知 4 = 2 1|1,B== 10 2 1|, 求 (1)(C4 十 B)(4 一 B); (2)42 一 了 2. 
G 0 1 .01 














10. 下 列 命题 和 式 子 是 否 成 立 : 

(1) 车 和 二 0, 则 A==O0; 

(2) 若 (4) 王 4, 则 4 三 0 或 4 一 已; 

(3) (AB)’=A’B’; 

(4) (4+B)’=A’+2AB+B’. 

11. 设 f(z) 二 anr” 十 amizx” 十 十 ai 十 ao ,对 于 n 阶 方 阵 和 A ,定义 f(A) = aA” 十 awiA”™! 十 … 


s 1 1 
十 aA 十 aog (其 中 记 为 n 阶 单位 矩阵 ). 如 果 f(zx)= 二 zx 一 zx 一 1,4= 二 |1 1 2| , 求 f(4). 
1 1 








12. 设 A,B 都 是 n 阶 方 阵 , 且 A 是 对 称 和 矩阵 ,证 明 BTAB 也 是 对 称 和 矩阵 . 
13. 设 A,B 都 是 n 阶 方 阵 ,是 A— 坟 (B+E) ;证明 :A 二 A 的 充分 必要 条 件 是 B= 二 E. 


14. 已 知 4,B 为 三 阶 方 阵 , 且 |4| ===ls IB| 二 2, 求 |2(47B- 1)? | 。 
15. 判断 下 列 和 矩阵 是 否 可 道 ,车 可 道 ,用 伴随 矩阵 法 求 逆 矩阵 : 














2 1 册 1 一 上 
(1) L =) ;2) 二 人 
2 3 9 9 
分 0 1 1 0 J 
16. 用 初等 行 变换 法 求 下 列 和 矩阵 的 逆 和 矩阵 ， 
1 1 = 由 0 2 1 2 3 
(C1) 12 1 —List2 lI2 = BlADIZ 2 1ls 
3 4 1 8 3 本 间 

















17. 解 下 列 和 矩阵 方程 ; 
CD X(: 2 2); 











5 4/ (= 
1 2 0 0 4 
《| A i | | 
一 3 于 泡 I = 
g 1 = 
1 —1 3 
(3) XIl2 1 0 = ) 
着 是 才 
I 
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18. 求 下 列 和 矩阵 的 秩 : 





1 一 汪 了 人 帮 
3 1 
2 2 4 2 0 
(1)A=|4 4 一 2 3|; (2)A= 
3 6 = 1 
上 刻 “ 二 品 馆 
0 3 0 0 1 


19. 解 下 列 线性 方程 组 : 

Xl 十 Xz 十 ZX3 二 2， Xi 一 2zx2 十 Xs 十 xX 二 1， 
(1) a 二 2x3 三 0， © 

3X1 一 3zz 十 Za 一 一 8; 


Bi — 2 | a CO— 2 =—]s 


X11 一 2ZX2s 十 X33 一 X4 二 5; 


—Xi— 2 — | ds = 4, 

2zl 十 4zz 一 27x3 十 6z4 十 3xs 一 0; 
20. 当 a 为何 值 时 ,线性 方程 组 有 解 , 有 和 多少 解 ? 
= 一 Xs 十 Zs 十 xi 三 1， 


2 十 2zs 一 Za 十 3z 十 zi 一 2， Zi 十 2z 十 Za 十 双 一 0， 
© 0 


Zl1 十 2zz 一 Za 十 4z 一 2， 
1 十 72 一 4zs 十 ll == fs 
21. 求 下 列 矩 阵 的 特征 值 和 特征 向 量 : 




















和 —2 1 1 
GO) (。 的 | (| 0 2 0|; 
一 4 1 3 

3 2 4 5 6 一 3 
(8 |2 和 Bls (DIL 人工 

是 名 i 过 1 
22. 证 明 :n 阶 和 矩阵 4 可 道 的 充分 必要 条 件 是 A 的 任 一 特征 值 不 等 于 零 . 
23. 已 知 B 一 A 一 34‘ 十 24 一 E, 其 中 A 一 ( ?), 试 求 ， 


(1)B 的 特征 值 ;(2) |B|. 

24. 若 42: 一 34 十 2 一 O, 试 证 :4 的 特征 值 只 能 是 1 或 2. 

25. 设 A=(a;) 是 3 阶 和 矩阵 ,已 知 4 的 两 个 特征 值 分 别 为 1 二 1,Xs 二 2, 且 有 
ai 十 azz 十 ass 一 0, 求 14 十 五 | 的 值 . 


32Z1 十 6zs? 十 273 -一 上 0， 
= VY = 十 元 7x 一 0. 


( 郭 淑 起 ) 


参考 答案 


可 业 一 
1 (1D)zT (2)z<<3 且 zx 关 0; (3)x< 一 1 或 x 之 2 (CD4Kz<6. 


2. (1)y=1 ;y= ,U=V ,v= sinw ,ww 一 十 1 





(2 y=, wu = lno ,v= ,w=Zz 二 5. 
(3) y 一 @ ,uU=w, v= sinw ,w= 二. 


(4) y = arcsinu , u = lgv ,v=Zzx—1. 


3, 
2 » 


EL 1 
2 (9)—= 


3. (1 C2)0% (3) (4)8; (5)0; (6)—1; (7)1; (8) 6 


(10)2; 
(11)6; (12)1l; (13)co; (14) 广 ; (15W5; (16)1; (17)0; (18)1; (19); (20)1; 


(21)3, (22)e-2;(23)e-2， (24)1; (25)e:; (26)e-t. 


4. (1)co; (2)0; (3) 不 存在 ; (4) 不 存在 . 
5.0,0,1,4,6, 不 存在 . 

6. (1) 同 阶 无 穷 小 ; (2) 同 阶 无 穷 小 ; (3) 等 价 无 穷 小 . 
7. 一 4. 8. 略 . 

9. x 二 0 第 一 类 间断 点 ;zx 二 1 第 二 类 间断 点 . 

10. a 二 4. 11. zx 二 0 跳跃 间断 .。 12. 上 略 . 


习 题 二 





3 中 
Ty 十 地 ( 交 | 和 二 


3. y 一 4(z 一 1) 或 y 一 8(z 一 2) . 4 ce 一 ce 一 二 


5.(1)A= fz); (2)A= 一 rz); (3)A= 一 Foz)i (4)A=2f (0). 
6. (1) 连 续 但 不 可 导 ;(2) 连 续 但 不 可 导 ; (3) 可 导 . 
7. v(t) = TI). 8. m (zo) .9.(1) 4;(2) 40 ;(3) 4z. 





2 ， i 
Wi (Wy 
(3) y 一 3z2 一 4sinz ; (4) y = 村 5 十 sinz ; 
i (yy = 
I 工 
(7) y = 2zcoszr 一 Z2sinz ; (8) y = tanz 十 zsec2 工 十 csczcotz ; 
(9)y 一 人 oz a el 
大 2 本 全 和 
(11) y sinx(tanz 十 ZX 十 Xsec XxX) ; (12)y Ci 
(I Ci 
Z(1 十 lnz)2“ (1 一 sinz)2 ” 
/ _ Zsec: 工 一 tanz ， / 一 4z 
(15)y 7 | (16) y = Ta: 


187 
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1 


/ 人 和 二 Wn =17 
11. (1) y Io# = FY | 于 一 0.(20)70) = = 15: 


12. = 十 名, 退 (1) y = 8(2zx++5); 





(3) / 一 二 sinvz ， 
- 2Vz 


(5)y = 


,| 
ve 


(7) y 一 i ; 
1 一 和 





14. (1) y 一 15(3z 十 1)4 3 


(3) 8 = Awcos(wi + 9) ; 


(5) y = 2seczztanz ; 


(Tu = 3Cv+1) V 妈 十 2 十 V2 ; 


1 
VFO 
(11) ess COoOsT ; 
> 2 V1 十 sinz 

一 2 
(1 一 2z)lnl10” 


(9) y = 


(13) y = 


(15) y 一 4(1 十 sin2z)ssin2z ; 


ee 

(17) y 3 TSINT 
V COSX’ 

Coj y= 


(zx 二 z+ Dina; 





(2D y 一 了 十 [二 


| 
15. (1)y = 3sin 3 cot” 


< 本 2 a 六 
/ sin2xsinzx 2xsin’ xXcoOsx 
(2) y = C—O 


(Sinz2 )2 


eh 2zcos2z 一 Sin2z . 


》 
zr? 


: 4\, 一 8 
16. (1) 不 正确 ， (sin 六 一 去 cos 工 


(2) y = oal 呈 二 于 |】 ; 


(4) y = 2tanzsec2z ; 


| = 志 吃 庆 
下 
， 2 
(By = 
(2)y =—— < ; 
”~ fy 


(4) y = 3z2zcos(z3) ; 


(6) y = ese ; 
lt BY), 


(10) y =— 2awsin(dwt + 29) ; 


2 
(12) y dE , 
2 Vtaniz 
(14) y = jn 


工 站 
3 
(16) | a ; 
V 沉 


4 


(BY = zlnClnz) « Inr 


(20) y = — 2sin6zx 
V (1 二 cos6x)* 


(22) y Ee 
之 


2 让 
Sse 93 


(1 一 
工 


2 站 十 ta 于 二 5 
zr 


(5) y = (1 二 x)sin2x — cosix. 





(3) y = 





(2) 不 正确 , (In(1 十 x2)) 一 一 经 


(3) 不 正确 ， (十 十) 一 27z 十 忆 士 工 ) = 2z 十 


17. (1) y = 2zxe’ 十 2er 十 5z4 ; 


(3) y = 10zs 十 10*ln10 ; 
(5) y 一 0; 


IT 十 好 ; 
3z2 
1 二 zx 2 Vl 二 + 
2 9 I 
(2) yy! 震 人 
(4) s =— 3e™; 
(Oy 一 二 zarccosz 1] 


V1l—z’ 





并 § 
一 arcsinz 
2 
人 2 
这 
ee 
(9)y sec Tf 十 ] 寺 去 ; 


(11) y =— (xz: 二 le™; 








(17) y = 2zln2cos2z ; 








参考 答案 











0 -J 

(10) y = Ta 

027 -TAF A 
(14) y = a ; 


(16) y = 一 一 一; 
2 


(18) y = e* (2cos3t— 3sin3t) ; 








ed 汪 Ra 
(19) y 1]+z’ > (20) y 1 十 ez 9 
4arctan 六 4 
(21) y 二 (22) To 4 ey 
dd dy ox cad ye jy ee 
18. (1) 7 (2) 了 es ;(3) 二 4) Te 
(ek / 次 水 1 
a 0 ed a ep ee 
Ce | 1 4 5 ) 
4 (z+D: \2z+4 3—zx z+l 
dy 全 达 
20， | 2 
21. 略 . 
dy 8 . dy_ sint dy _ _ cos 一 bsing . dy _ vsina— gt 
2 2at ” 人 1 一 cost” WV 1 一 sin0 一 bcosb 人 dz vocosa 
23.(1) yy =60r—72r; (2) 光一 人 一 se; (3)y = 4(cos2r— zrsin2r); 
(re 3zH1 ， ”2(1—zx’) , 人 (mo— 1) 
3 Be VY 
一 一 了 


24. (1) yo 一 (一 1) 叶 1(1 一 工 ) 一 0) 


(2) VOD Lt 十 工 ) 一 cr) 网 (1 —Zx)-"™D] ; 


2 


(3) y™ = Zain(2x 二 部 ; (4) yo = 2 全 二 


25. (1)y 1 一 30， 


2 
2 a = $=—— Aw’ sine . 
2 = 灶 
27. (0) dy = (于 计 一 产 )dr， 
二 


Wr 
Cediy a gg th he 


二 2zdz . 
1 十 Z4 





(7) dy = 


(9) dy 一 一 2ze 一 +3dz ; 


(2) f (0) 一 一 2 ; 


(3) y |,-0 =—1. 


(2) dy = (sin2z 十 2zcos2z)dz ; 





=2ln(l—xw)dx 


上 = 


(4) dy = 
(6) dy = e*[sin(3— 7x) — cos(3— 7x)]dr; 


(8) dy = 8ztan(1 十 2z2)secz(1 十 2z2)dzr 


(10) dy 一 


2 一 区 


医用 高 等 数学 





28. (1) d(2z 十 C) = 2dz (2)d( 写 十 C) = dd d(C alt CS coatds s 


(Dd(— +C ) = sinazdz ;(5) dln(1+z) +C) = 于 一 dz 


(6) d( 二 区 +C)= -adz ;(7) d(2 YZ+O) 一 工 
2 一 ; 工 十 C) = 人 ; 





(8) dS +€) = sec23zdz . 


习 题 三 
1. (1) 满 足 , $ 二 去; 2) 满足 ,$ 二 0; (3) 满 足 ,6 二 与 
2. (1) 满 足 , < 一 V3 ; (2 满足 ,一 arccos 之 ， 
3. 略 . 4. 略 . 5. 略 . 


6. (D1; (2) cosa (3)1; (4)oo; (5) 苹 (6)2; (7)1; (8)1; (9)1; (10)—>, 


QD es; (12)1 (13) 一 言 ; (14) 一 1; (15) 方 ; (16) 一 去 ;17D1; (18)1. 


7. 略 . 
8. (1) 单 减 区 间 (一 1 3) , 单 增 区 间 (一 se 一 1 ，(3， 十 cc) ; 


(3) 单 减 区 间 (一 oo, 专 ) , 单 增 区 间 (去 ,十 =) ; 


(4) 单 增 区 间 (一 co, 十 co) . 

9. 略 . 10. (1) 凸 的 ; (2) 四 的 11. 略 . 

12. (1) 凸 区 间 (一 ,2) , 止 区 间 《2 ,十 ce) ,拐点 (2, 一 5) ; 

(2) 凸 区 间 (一 ,2) ,四 区 间 (2, 十 co) ,拐点 (2,2e ?) ; 

(3) 凸 区 间 (一 oo, 一 1),(1, 十 oo) ,四 区 间 (一 1, 十 1) ,拐点 ( 士 1,In2) ; 


~ 业 ~ 1 1 arctanl 
(4) 四 区 间 (一 o0, 却 ) ,是 区 间 ( 广 , 十 co) ,拐点 【党 1 ). 


13 (1) .yy 慑 大 [a == 3 9 小 极 小 | 一 一 22 ;(2) 级 小 | = 一 堆 ;(3) 无 极 值 ;(4) .y 慑 大 4 三 17 ， 小 极 小 | = 


_ 47 ， 2 i = 
47 ;(5) 3 服 大 | -了 4 ; (6) 7 版 大 | ze e ;(7) y 圾 大 | 2 二 名 70T 


14. 4a 一 2 时 , fax ( 皇 )=V3 


15. (1) yh 二 一 5 ,ya 大 一 80 ; (2) y 一 一 5 十 V6 ，y 最 大 一 3 ;5 《3) y 最 小 二 4， 最 大 二 13 . 


16. -一 / 沪 ，h 一 2 和 / 交 . 此 时 底 直 径 与 高 的 比 是 1 :1. 


17. 当 产 量 和 价格 分 别 是 250 元 、175 元 时 ,该 产品 的 利润 最 大 ,最 大 利润 是 16950 元 . 
18. (1)17 岁 ( 大 约 ) 之 前 单调 递增 ,17 岁 ( 大 约 ) 之 后 单调 递减 ; 
(2) 患 病 率 最 大 的 年 龄 是 17 岁 ( 大 约 ) ,最 高 患 病 率 是 30%. 
19. AD=15km. 20. 略 . 21. 略 . 

习 题 四 
37t2 2 
ln3 5 


i, C=; (2) 奏 十 广 Sri—ztC; 





3 3 6 
(3) 5 5 


(5) 2Vx—cost+i+e’ 二 +C; 


(gp， arctanz 一 二 十 Ci 





zz ds 


(9) i +C; 
2.(1) 所 (zx 一 Di+C,; 


1 


(3) 36 3) 


+ 


(5) 椰 十 访 sin6z 十 C 


(7) 序 (arctanz)? 十 C 
(9) In|1 十 ln|z|| 十 C， 
(11) (zs 一 5) 二 十 Ci 
(13) 2arctanVz 十 C ; 


(15) 2Vz 一 2ln(1 十 Vz) 十 C ; 
(17) ee 并 十 C ; 


(19) In|z 一 1 十 v 丈 一 到 二 8 十 C， 
3. (1) zarcsinz 十 VI 一 好 十 C 

(3) zlnzz 一 2zlnz 十 2r 十 C 

(5) sinzlnsinz 一 sinz 十 C 


(7) 于 了 妇 一 立 局 十 9z 一 27ln|z 十 3| 十 Ci 





(4) sinz 一 coszr 十 C; 
(6) 一 4cotz 十 C ; 


(8) 本 到 一 并 十 arctanz 十 C ; 


(102 lna = a | 2 


e 去 
(§) +C. 
(2) Sln|3z+2|+Cs 
(4) 一 ln|1 十 cosz| 十 C ; 

《二 
sin 一 十 C ; 
Br 
(8) ln(1 十 ez) 十 C ; 


(10) 一 2cosVz 十 C ; 
(12) 六 tan?z 十 ]n| cosz| 十 C ; 


(14) arctane* TC; 





| 

(16) ln| 兰 = 一 一 | 十 C 

“| ,AI tl 

(18) 2arcsin 3 V4—zxi+C; 


(20) arctan 3z+Cs 

(2) sinz— xcoszrC; 

(4) eT (sinz — cosz) 十 C3 

(6) er(z 十 1) 十 C 

(8) li | 2|—2a|S | 二 


(9) 去 [in|z 十 1| 十 arctanz 一方 In(1 十 z2)] 十 C ; 


1 
| 


(12)—— Vl 一 x* 十 arcsinz 十 C; 





(10) + 专 In| zx 1 | 和 


辫 十 ] 
2 





(11) Fln|z 十 2z 十 5| 一 广 arctan 二 +C; 


(13) sinz— 冯 sinsz 十 二 Sin’z 二 C; 


(14) zLCarcsinz): 一 2] 十 2 V1l—zx:arcsinr+C; 


(15) + 一 I 下 Gs 


(17) T a 才 sin4x re 


(19) ln| sinz 十 cosz| 十 C ; 





(16) 2ln|z 十 1| Vz 十 1 一 4 wz 十 1 十 C ; 
(18) ztanz 十 In|cosz| 一 屯 二 +C; 


(20) (ntanz)’ 让 


习 题 五 


jm 
cb| 一 


2 
2. (1D0;(2) 至-， (3)0;(4) 写 . 


四 | 医用 高 等 数学 


3. (1) 三 ; (2) 辫 ; (3) 志 4) 过 , 
4. 设 所 求 的 积分 值 为 工 


(1) 2<I<9; (2)2<I<S; (3) 工 入 I<1 (Wi1<r<L. 


5. (1) cosz2 ;: (2)— VIi—z; (3)2zxe —e—2r+1; (4) tanz. 
1 1 
6.01) 守信 


7. (D3; (2)2; (3) EE; (Wee (5) 下 一 去 In2 (6) I; (7) 一 言 ; (Be 


4 
G9) 计 (1 一 过) (10) 下 一 arctane ; 《11) x 十 全 ， 《12)z<1 时 无 定义 ; 


co| 心 


(13) 2ln2=13 AD, CY Le (16)1 (17)1; (18)1; (19) 二 Ce"—2); 


(20J1 一 和 
他 


8. 略 9. 略 
10. (1) 广 (2) 发 散 ， (3)r; 《4) 发 散 ; (5) 一 去 ; (6) 玄 . 


7 4 
155 (4)3; 


11.CD1; (DBr+l; (3) (5) 2/3—6arcsin 3; (6) +In2. 
12. (1) Br; (2)160n; (3) V: = EnV, 一 三 ri (DV = PrV, = 号， 
13.71800. 14. 21330。 15. 5. 8g. 16. 70.2. 17.70.2. 

习 题 六 
1. (1) 三 阶 ， (2) 二 阶 ; (3) 一 阶 ; 《4) 二 阶 . 
2. (1)y=e™; (2)y 一 去 如 十 二 x 十 C; (3) arcsiny = In(z 十 V1L 十 z2) 十 C; 


(4) y = 





Cm; (5)107 二 10 一 Ci; (6) tanztany 一 Ci 
(7) (er 十 1)(e 一 1) 一 C; (8)sinrsiny=C; (9) 3z: 十 4(y 十 1)3 一 CI; 

(10) (x—A4)y =Cr; (11) 2e 一 时 二 1; (12) cosz 一 V2cosy; (13) y 一 ei; 

(14) zzy 一 4; (15) 2V2cosy 一 1 十 er ; 

3. (1) y 一 zecH ; (2) y= zln(Cr); (3) y 十 V 史 一 友 一 Cr (4) 并 十 2yey 一 C 


全 二 之 一 1 (6) y: = 2zx? (lnz+ 2); 
， 

4. (1) y= (z+OQOe”; (2)y= 所 + 歇 +5 ; (3)y= Ccosr—2cos’z; (4)y= 
(i y= or 0 lng My Ey Wy 
TY 2 bi e Ziny 一 ny ; 一 


ly. _ 三 1, i it 
(9)y ; (10)y mr (11) 六 Ce 工 十 地 1 


O 


(12) y= sinz+2e™—1; (13)y = 
3 9 党 


BY 二 言 e 一 sinz 十 去 Cix? 十 Czz 十 Gs : (2) y = ze —3e + 志 Cir + Cr+ ; 


(3) arctan -圭一 z+C (0 一 Ce+C (GD)y 一 对 Ci 


1 





(6) y 一 一 巳 到 十 (Cl 一 1)z 十 C ;， (7) i 一 土 z 十 C， . 
1 


6.(Dy 一 Cex+TCei (3 一 Ce 十 Cer (3)y 一 Cez 十 Crer , 特 解 为 y 一 二 er 
(4) y= ez (Cicosz 十 Crzsinz) ; (5) x = e€’(Cicos2t Csin2t),， 
特 解 为 x = 二 @'(cos2t 十 sin2t); (6)y== (Cl 十 Cox)e”*; (7) y= (Cl 十 Cx)ei,， 
7.(Dy 一 Cer 十 Ce 十 十 (2) 7 一 Cex 十 Ce 十 二 z 十 拓 4 
(3) y= Cier 十 Crzeiz 十 ze (4)y 一 Ciee 十 C， 十 下 Csin4z 一 cosdz) 
8. 0. 2819. 9. 略 . 
习 题 七 
1.()D={(z,y) | |y|<|zl}; (2)D= {(z,y) | 1y| 尖 ls 
(3) D= {(zx,y) | xr20,y20,7 yy); (4)D= {(z,y) [i s+ 将 之 1). 
2.(1)0; (2) 了; (3)9; (4)2. 
3.(1)(1,2); (2) 工 一 myy = mn 
4. (1) 茎 = dy = xi 十 37xy?; 


(2) 3z 3z .2z 直 11 erty ,9z 一 一 到 一 Zezrh ， 














az y "gy y? 
(3) 2 一 2x gu _ 2y gu _ 2z 

并 XT? 十 十 z2 ?9y Z2 十 办 十 邓 gz XZ? 十 站 十 zz . 
(机 王 王 二 os 焉 cos 二 十 之 i 之 sin 之 , 安 一 一 污 cos 守 cos 之 -ina ; 

gz YY YY 和 并 
ped es 1 az _ 1 | 

az ln(Cz 十 lny)(z 十 lny) "ay yn(Cz 十 lny)(Cz 十 lny) 
(6) FE = y+ 2m, = = (1 十 zylnG1 十 z) . 
i = , 亚 )= 43(2) zs(3,4) 一 全 ,zy(3,4) = 到. 

a? oa? gz 

6. 173 Gy "3 = 2 ~ 18zy a 2 yA = 

giz 2 32zz 2 
(2) 二 一 一 2a cos2(ar 十 by)， 二 一 一 20cos2(azr + boy), 

gz 9y 
Ty, 
3z9y cos2(az 十 py 

小 二 -一 i 
7. (1) dz = (y+y)dr+z(! 六 dy ; (2) dz =——e (dr—dy); 
(3) du = yzzz dz zr”*lnrdy++ yr*lnzrdz; (4) dz = Ca ydz) . 
8. Az =— 0. 119 ,dz 一 一 0. 125 . 
az 2 3 未 az 22 加 县 2 

9. (1) 5 es y? ln(3z 2y) 十 (37—2y)y: 9 ay y lIn(3zx 2y) (3r—2y)y: 》 


(2) 2 = 3z?sinycosy(cosy 一 siny) ， 一 一 3z?sinycosy(siny 十 cosy) ; 


di de EC 十 Z) 
(3) 到 一 Sinz ; (4) 二 | 


EN 
9 并 "ay gz 


(2) 2 = 2xj， yep —— 2yf'i 二 zev fs 


11. 略 . 


dy _ z+ty., Be 
1 0 dp i er (3)1. 


13. (1) 极 大 值 : fF(2 ,一 2) 王 8;(2) 极 大 值 : f(3,2) 二 36; 


(3) 极 小 值 : 疙 二 ,一 D) 一 一 全. 





,agp 15. (十 全, 信 : 驴 ) 


3 
16. GD | .dz| ,f(z,ydy; (2) | aeropdy 
G) | dy| f(z, dz (4 jo) Fs, 
17. (DD) 下， C2) 起 (3) 锋 ， (人生 (5) 了 nC6 一 qs); (6) 计 R* (x 一 舍 ); (7) xln2 
18. 仿 . 19. 略 


习 题 入 


1.AB=V AB=V 有 A+B=U P(AB)=P(A)P(B) 

Ai+Azs+*…+A,=U AiAj=V (<i< ji<n) 

2. (1) ABC; (2)ABC;(3)A+B+C;(4)ABC. 

3. A 十 B 为 至 少 有 一 个 发 生 ;AB 同时 发 生 ? 

4. 概率 是 一 个 理论 值 ,是 不 变 的 . 而 频率 是 一 个 实际 值 ,是 变量 , 即 每 次 试验 通常 是 不 同 的 ,概率 不 是 
频率 的 极限 . 

5. (1) 共 有 12 种 场合 是 

(1,2)C1,3)(1,4) C2,1)C2,3) C2,4)(3,1)(3,2)(3,4)(4,1)(4,2)(4,3) 

(2) 共 有 16 种 场合 是 

(1,1)(1,2)C1,3)C1,4) C2,1)(2,2)(2,3)(2,4)(3,1)(3,2)(3,3)(3,4)(4,1)(4,2)(4,3)(4,4) 

6. 以 A; (i 二 1…6) 代 表 出 现 各 点 数 角 子 ， 

(DA1+Az;(2)Ai 二 Azs 二 As;(3)As 二 TAs 二 As; (4)Ai 二 As 二 As. 








7 P= CG 一 0 1055. 
Cs 

GG GC 
8. (1) Ch (2 LE 

QC GG ,1l Ca 
9. (1) Ch (C2) Ch (er; (4 063; 
10. (1)0.4; (2)0.7; (3)0.8&. 
11. P=0. 225. 


12. P=0. 93X0. 88=0. 8184. 
13. P=0. 9X0.9xX0.9=0. 729. 
14. (1)0. 02;(2)0. 72;(3)0. 26. 


6、5_10 
15. (1) 9 Xx 7 91 





(3X 了 一 9? 
-12 3 

(3)1 一 闪 = 学 . 

16. 0. 94. 


17. (1)0.7X0.8X0.5=0. 28;(2)0. 97. 
18. P=P(A)+P(BC)— P(ABC)=0. 3+0.2X0.2—0.3X0.2xX0.2=0. 328. 








2 1.73. 

19. (1)P 0. 97 义 本 十 0.98 义 本 75 
1 

0. 02 义 本 1 

人 255 
75 

lvG Sx G GG GG 7056 

20. P= 和 A 3 证 X03, 十 xX G+ 3 3 12100 


21. GD 总 (2)3. 


22. C3 X0. 522 X0. 48. 

23. Ci X0.03X0. 974, 

24. 1 一 0. 99952%. 

25. Cioo XO0. 014 XO0. 99286 . 

26. (1)6>1000; (2)é<1500; (3)é 宇 1000. 











27. 
& 0 1 2 3 4 5 
Pp Css CC 和 5 CECis CEC8s CCd5 也- 
Cioo Cioo Cioo Cioo Cioo Cioo 
28. 
E 0 1 2 3 
3 9 9 1 
4 44 220 220 


< 一 二 ， 
29. (1) 4= 二 ; (2) 3 (3)F(X)= 二 arcsinz 十 志 一 1] 志 x 寺 1, 


El; 

es 

30. (1) A=1;(2)0. 4; (3)9(7)= 4 全 
1 1 :证 六 1 


31. M(O =—=1,D(© =3,0(0) — MA 


2e> 
32. ro 3 
0， y 和 0， 
33. M(& )=220,D(& )==280,M(&,) 二 220,D(&,) 二 800,D(&) 志 D(C(&), 乙 的 均匀 性 较 差 . 
34. M(& )=2. 4, D(& )=0. 44,M(& )=1.9,D(& )=0. 69, 甲 的 平均 得 分 较 好 , 且 甲 的 技术 比较 稳定 . 
35. (1)0. 1359; (2)0. 9861; (3)0. 0392; (4)0. 8788. 
36. (1)0. 8413; (2)0. 0030; (3)0. 4013; (4)0. 7612. 


医用 高 等 数学 





37. 0. 9973. 
习 题 九 
1 <131ls (C2)ly (376, 
《4)(z 十 2y)(z 一 y) 5 (5)90; (6)( 一 1)"+1la,D1D 已 1. 
2. (1)z 王 一 1 或 zx 一 5; (2)z 一 土 1 或 zx 一 士 3. 
3. (1) 逆 序数 =9 , 奇 排 列 ; 〈2) 逆 序数 = 16 , 偶 排 列 . 
4. A =2,A»=—3,Az=8,A=4. 
5. (1)zi1=1,zs=—3; (2)z1=1,Zz;=2,Z73=3. 


I 必 | 呈 


4 部 一 人 人 交 3 4 5 
6 tA—3B=| © —io 0 4ls R=| 6 —? &l, 
= 二 六 二 6 2 3 3 
1 本 3 
7.0D( 上) (2)(8 13 6 7); (3)|2 4 6|， 
4 3 1/ 
3 6 9 
| 
Cyl 4 = G( 一 1 ) 
。 6 41/ 
= 
11 1 
8. ( : 
7 8 
90 0 
9 | -6 Oly |= SG |. 
-有 本 要, 
10. 都 不 成 立 . 
7 2 4 
11. |5 一 2 1 |.， 12. 略 ， 13. 略 . 
Ee 
14. 2. 
a 二 于 
3 _5 8 8 8 
| ?lo -1 0 1 |;(3) 六 一 睫 
= 二] 有 @ 3 1 3 
| 
二 4 1 一 3 
I 1 -11 2 2 1 
16. C7 5 8ls Wl=# W 工 | 0 3 - 沪 
= 和 ,| 
站 2 2 —2 2 1 
we js I= 1 & , 
DG (| 8 。_2 
4 1 3 3 


18. (1)r(A)=2; (2)r(A)=3. 


ZI 一 一 2c) 6 


ZI 一 一 1， 2 一 C1， 
oj ; (2) 无 解 ; (3)3 zs 一 cz， clycz 为 任意 常数 ; 


y= X14 二 一 1， 











3 7 3 
20. 当 a 二 5 时 ,有 无 穷 多 解 :4 2 4 5c21 5° Cl,C2 为 任意 常数 . 


TI—C1y 





XT4—C2, 


21. (1)) 一 一 4, 相 应 的 特征 向 量 为 。 “) sh #0, 


) = 7 ,相应 的 特征 向 量 为 网 天 01 






































1 1 
(2) 1 三 XA 二 2 ,相应 的 特征 向 量 为 ki |4| 十 2 10| ,ki ,ks 不 全 为 零 ， 
0 4 
1 
)3 二 一 1, 相 应 的 特征 向 量 为 &| 0| ,k 关 0; 
一 1 一 1 
(3)1 二 A 二 一 1, 相 应 的 特征 向 量 为 十 ks | 0 | ,ki ,kz 不 全 为 零 ， 
0 1 
2 
3 二 8 相应 的 特征 向 量 为 上 | 1 | ,& 汉 0; 
2 
一 2 1 
(4)) 一 1 一 13 一 2, 相 应 的 特征 向 量 为 书 十 Rs |0| ,ki ,kz 不 全 为 零 . 
0 1 














22. 略 . 23. (1) ) 一 一 1 = 二 5; (2)|1B|== 一 5. 
24. 略 . 25. 一 12 . 





附录 1 不 定 积分 表 


一 、 含 有 a 十 bx 的 积分 


G) | : -和 FInlatbz|+C 


(2) | (二 Fi 


bn 二 1) 
se RN 


-a (n 关 一 1) 








co | cdr 上 [ 广 (十 pz) 一 2a(c 十 bz) 十 azlnla 十 oz 十 C 


atobr bs 
el 
(5) | ze =zIn nl| 5 直达 | 十 C 
ds - .小 1 必 全 全 
Vet pr In| 二 | 十 C 


| ps FF 十 ln|a 二 bzx|) 十 C 





1 

(8 [04 二 一 直 (a 二 bz 一 2alnla 十 bz| 一 二 ) 十 C 
dz 过 1 由 和 

(9) | In| | 十 C 


二 、 含 有 a 士 xz 的 积分 


(0) | 二 一 一 arctan 2 十 CCa 盖 0,0 二 0) 


Q 十 pz2 本 
dz 1 Va 十 VBz 

QD | 一 Te sn 下 

元 In(e 二 bz) 十 C 








(12) | -2 一 


2 qd 
Q 十 pz2 


一 这 一 人 = 
b Q 十 5z2 





G3) | 


a i 
(14) | sti 6 a 二 bx? 


= 一 过 一 之 dz 
(15) | J ) QZ Q 十 Dz2 


十 C 





z 1 dz 
Cy | Te i ): 2aCatbr a) + Za a 二 br’ 


三 、 含 有 a 十 jzx 士 cx 的 积分 


dz 下 1 MO 4act2cr—b 


dr OC 
atbr—cr VB 十 4ac Vb’ 二 4ac—2cz+b 


G7) | 


198 


2 2czxtb 
tn CD 4a6) 
让 了 0 i 
aTazter I 2czto— VE ac | Gop 
VP -dac 2crtbt+ Vodac 


、 含 有 Va 十 bx 的 积分 


(18) | 
4ac) 


(19) | VaTozdz— 吉 VtaToz) +C 
(20) | = VE 于 于 dz 一 2G3bz 一 2a) wa 十 bz，C 








1567 
2 2 
CD | # Verhzdr 2 80120be gp) VaThEy 0 
_2(pz 一 2a) Va 十 pz 
02| 沁 大 30 十 C 
(23) | -去 _2(8wz 一 4abz 十 31z2) VETEE 
1563 
人 
2+C (a>0) 
(4 |— 些 一 = An VQ& 二 pz 十 Va 2 
x Vatobzr 2 arctan atbzr (a=0) 
3 
= Vatbz 五 [dz 


(25) | 一 = 一 YY 
i QT 2a i a 


C06) | et Bed ariete| — 

五 含有 V 吧 一 妇 的 积分 

(27) | Vez dr= Va +arcsin E+C 

(28) | z Vi =F dz—— Va tC 

(29) | 之 VE dr (2r 0) Va + arcsin E+C 
(30) | VP dr= 和 (S427) Varcsin 十 C 
(8D | z VC 二 Prdz 一 一 二 VC 二 5TC 


(32) | 一 上 aa 二 十 C 


WVa2 一 2 
| 
2 
Go| Pe I 
Ql 
99 | 7 ca 


C36) | i 


J 





医用 高 等 数学 





Xdzx < 六 六 cm 
i 
(38) | 一 坚 二 = 二 ml 一 一 二 -二 |+C 

Ta—r Qo atita—2a 
7 

(39) | 一 -全 -一 = 一 汪 二 一 十 C 
AS aix 





六 、 含 Ve 土 q 的 积分 

(42) | VP Ea d= /TE + nlrt /TEA|+C 

(43) | z V2 Fa dr—# Vt Ea +C 

(9 | 2£ VP FR d= (te) VT ERE | VTEarde 

(45) | VF Fadr—$ 2x +60) VT ER + In|z+ VTER|+C 
人 


G47) | VPFEa tC 





2 
(48) | 二 F/TEATSIn|z+ /RFEa|+C 


天 村 
ns S 
| A 
ee 
二 石 Vz BE 





(50) | 于 





| i 
1 
人 | 十 C 
| a Ta 

0 | = Ss A =Tarccos 全 十 C 

Ti—a 

VX ta’ 

| = i = 于 2 二 +C 

/TE 大 
(55) | YE adr= VF Ta aln|e tte | +C 
(56) | dz- 2 一 0 一 aarccos 一 下 


(57) | EELdr=— VEE tIn|z+ /TER I+C 


七 .含有 Va 十 bx 士 cx? 的 积分 (c 二 0) 


dz = 
cs8) | 了 二 上 Inl2cz 二 6 十 2VEVE 二 开赴 < | 上 +C 


用 未 国生 


(59) | 一 dr -一 arcsin a 十 忆 
WVQa 十 Dr 一 cz2 -全 WVb2 十 4ac 
(60) | 一生 一 _ Vatbztcr 一 起 | 
Va Cc 2c) Vatbrtcr: 
zdr Vatbzrx—cer’ b . 2czx—b 
(61) 二 一 一 一 一 一 一 十 一 一 一 一 一 一 十 C 
| Va 下 下 一 co Cc 2 a Vpb2 十 4ac 


(62) | Va 二 bx 二 cx dr—24 ba 十 pz 十 cz2 


2 
6 4c 2cz 十 bg 十 2Vc Va 十 bz 十 cx: | 十 C 
8 Vcs 
(63) | VaTbr er dr— Va 十 pz 一 cz 
12 十 4ac ， 2cz 一 5 
arcsin 一 -一 





8 VC V82 十 4ac 
八 、 含 有 三 角 函 数 的 积分 
(64) | sinzazdz 一 元 (az 一 sinazcosaz) 十 C 
(65) | costazdz 一 元 (az 十 sinarcosaz) 十 C 
(66) | sinmzdz 一 一 二 sinr zcosz 十 2 | sin” ?zxdz 


(67) | coszdz 一 二 cosr1zsinz 十 2 | cos” ?zxdz 





(68) | tan"zdr—— Ttan" 1zx— | tan ?zdz 





(69) | cotMz dz 一 


cot” 1Zzx— | cot” ?zdz 


(70) | sec "Tdr 一 = 


Litanzsec™ ?z 十 2 | sec”™ ?zxdzx 





(71) | cscZdz 一 一 1 cotzxcsc™ ee | csc” ?zdz 


= 一 
(72) | secztanzdz 一 Secz 十 C 


(73) | csczcotzdZz 一 一 cscZz 十 C 


sin(a 十 DZ | sin(a— Dr 


(74) | sinazsinpzdz 一 一 2Ca To) Da 0 





sin(ato) zx | sin(a—b)zx 
(7BY | cosazcosbzdz 一 ”200 十 六 toaTp) DD) Eo 
_ cos(atb)zxz, cos(a—b)zx 
(76) ‖ sinaxcosbxdz= 让 十 尼 
(77) | sin”x COS dps Dp 了 | sin"zxcos” ?zxdz 
_ Sin” gril zm—l | GO i 
mn ttm) Sin zcos'z 


0 
G78) | 1 于 一 tan 季 十 C 


dr 一 sot 工 
(79) | 天 空 二 = cot FtC 
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dz pe 2 
(80) | -一 2 二 arctan ran 过 +C (a >6) 








tan 艺 十 jf 

dz 二 1 b—a 2 C=a 2 2 

| b—aN bia am 六 /5a TE Wy 
tan 了 和 





dr _2 /a | 2 2~p2 
(82) | 于 一 AaN parctan (nt + la >) 

















a 
1 5 tan 地 十 也 一 
(83) | EE = /esin 4C (ni) 
a tbsinz = zib 好 2 一 0 
an 了 十 二 十 7 


九 、 含 有 反 三 角 函 数 的 积 


(84) | arcsin 过 dz 一 Zarcsin 中 va:—z:+tC 


2 


2 

(85) | zarcsin de | )arcsin = ee Va 一 x 十 C 
3 

(86) | ZX?arcsin 二 dz 一 全 arcsin 于 十 二 ( 十 2a2) ae2 一 22 十 C 

(87) | arccos "depto00s 3 Vd 一 2 十 C 


2 2 


(88) | zarccos 之 dz= [本 一 全 ae 宇 一 之 Ya 一 2 十 C 
a 2 4 a 4 
3 
(89) | 2arccos deo 王 一 志 (z+T2a) VC 一 好 十 C 
(90) | arctan 之 dx=zxarctan 之 一 ln(a? 十 xz?) 十 C 
a a 2 
(91) | arctan i 十 a?)arctan 之 一 和 十 C 
a 2 a 2 
k 2 3 
(92) | zx?arctan dr= 沁 arctan 之 一 他 十 和 In(a? 十 zx?) 十 C 
a 3 a 6 6 
十 .含有 指数 函数 、 对 数 函 数 的 积分 
(93) | ze=dz= 点 ee (az 一 DTC 
C94 | zerdz=er (一 笃 + 训 )+C 
(95) zzremdz 一 工 rnee 一 于 Teedz 
a a 
(96) | ec ni ds 


(97) | es cosbzxdz= a (acosbzxt+bsinbz)+C 


2 
(98) | hi de ley alr 
(99) | ,EE 


(100) | (nz)"dz—z(Inz)"—n| (lingy™ ds 


zlnz 


GoD | 


(102) | mlnzdz 一 at | 


(103) | Cn 









一 ln|lnz| 十 C 
lInx 1 
rs 
zx™t! 2 a 
TFT) 元 TI |z (lnz) 一 1dz 


0; 1 


附录 2 





Dw DN ~ oOo 








了 mW DMD”~ Oo 


[> 0 二 才情 搬 
OO © oN WwW DMD”~ Oo 





So 
[au 





0. 904837 
0. 995321 
0. 999845 
0. 999996 
1. 000000 
1. 000000 
1. 000000 
1. 000000 








0.8 















oi 


. 818731 
982477 
998852 
999943 
999998 
000000 
. 000000 
. 000000 


0.9 





泊 松 分 布 数值 表 


六 e_ 数 值 表 





kz kl 


FrPeee2pPpeS 2 














. 449329 
. 808792 
. 852577 
. 990920 
. 998589 
. 999816 
. 999980 
. 999999 
. 000000 


tt 














. 406570 
.772483 
937144 
988542 
997657 
. 999658 
. 999958 
.999997 
. 000000 


上 


.740318 
. 963063 
996390 
999724 
999974 
. 999999 
. 000000 
.000000 


. 367879 
. 735759 
. 919699 
.981012 
. 996340 
. 999406 
. 999917 
. 999990 
999999 
. 000000 


0.6 


* 















0.7 











. 670320 
. 938448 
. 992074 
. 999224 
.999939 
. 999996 
. 000000 
. 000000 


. 606531 
. 909796 
. 985612 
. 998248 
. 999928 
. 999986 
. 999999 
. 000000 






























. 548812 
. 878099 
. 977885 


. 999997 
. 000000 


~ OoPoPcrecopoc 


997642 
999606 
999962 








4.0 








~oPPoPPepPps 


. 496585 
. 844195 


965858 
994246 
999214 
999909 
999990 


. 999998 
.000000 






5.0 






































0. 135335 . 049789 
0. 406006 . 199148 
0. 676677 . 423190 
0. 857124 . 647232 
0. 947348 .815263 
0. 983437 . 916082 
0. 995467 . 966491 
0. 998904 . 988095 
0. 999763 . 996196 
0. 999954 . 998897 
0. 999992 . 999707 
0. 999999 . 999928 
1. 000000 . 999983 





. 999996 
: 999999 
. 000000 
















. 018361 
. 091579 
. 238105 
. 433472 
. 628839 
.785132 
. 889326 
. 948866 
. 978636 
. 991867 
. 997159 
. 999084 
. 999726 
. 999923 
999979 
. 999994 
. 999998 
: 999999 
i 999999 
. 000000 





























Fopocppcpppcpcpcppoce2cocpe= 有 =22== 2 


. 006738 
. 040428 


124652 
263026 
440493 


. 615961 


762183 


.866628 


931860 
968172 
986205 
994547 
997931 
999202 
999774 
999931 
999930 
999994 
999993 


999999 
999999 
. 000000 


和 医用 高 等 六 学 





附录 3 ”标准 正 态 分 布 函数 数值 表 











0.0 . | ; 0. 52392 | 0. 0. 53188 
Ql : ; 0.56356 | 0. 0.57142 
0.2 . 60257 | 0. . 61026 
0.3 .64058 | 0. . 64803 
0. 4 .67724 | 0. . 68439 
0. 5 .71226 | 0. . 71904 
0.6 .74537 | 0. .75175 
0.7 .77637 | 0. . 78230 
0.8 .80511 | 0. . 81057 
0.9 .83147 | 0. . 83646 
1.0 .85543 | 0. . 85993 
1,1 . 87698 | 0. . 88100 
1.2 lL ; .89617 | 0. . 89973 
1. 3 .91309 | 0. . 91621 
1. 4 . 92786 | 0. . 93056 
1.5 . 94062 | 0. . 94295 
6 . 95154 | 0. . 95352 
7 . 96080 | 0. . 96246 
1.8 . 96856 | 0. . 96995 
1.9 .97500 | 0. . 97615 
2.0 . 98030 | 0. 98077 | 0. 98124 
2,.1 .98461 | 0. 98500 | 0. 98537 
2.2 . 98809 | 0. 98840 | 0. 98870 
2.3 . 99086 | 0.99111 | 0. 99134 
2.4 . 99305 | 0. 99324 | 0. 99343 
2.5 . 99477 | 0. 99492 | 0. 99506 
2.6 . 99609 | 0. 99621 | 0. 99632 
2.7 . 99711 | 0.99720 | 0. 99728 
2.8 . 99788 | 0. 99795 | 0. 99801 
2.9 . 99846 | 0. 99851 | 0. 99856 
3.0 . 99889 | 0. 99893 | 0. 99896 





[General | nfornati on] 
于 
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